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 الرياضيات التطبيقية

 ✯Matrixes and determinantsالمصفوفات والمحددات ✯

: المصفوفة هي عبارة عن مجموعة من الأعداد مرتبة على شكل مستطيل . وسنفرض المصفوفة

 مجموعة الأعداد الحقيقية والمعقدة  إلىتنتمي  أنهاجميع المدخلات في المصفوفة على 

 :   aijومُدخلات المصفوفة بالرمز  ..……,A,B,Cيرُمز للمصفوفة بالرموز 

 

 

n*mm nm 1

2 n2 22 1

1 n1 21 1

i j

........a..........a

.

..

a..........aa

a...........aa

aA  

 

 
  مدخلات المصفوفة    المصفوفة               صف                                                      m  حيث:    

n                           عمود         

Row            i= 1,2,3,…..m  الصف 

Column           j= 1,2,3,…..n   العمود 

)أي ان عدد   m=nواذا كان  m*nمن  السعة  Aتسمى المصفوفة مريعة اذا كانت المصفوفة 

 الصفوف يساوي عدد الأعمدة(

:(1)Example ✎ 

3*3
003

230

111

A

















 

المصفوفات أنواع Diagonal Matrix  المصفوفة القطرية () 

متساوية ولها قيمة  اتسمى المصفوفة قطرية عندما جميع عناصر قطره :المصفوفة القطرية

   i=j لكل  aij=cحيث ان   Constant ( C)ثابتة 

e:(2)Exampl ✎ 

 القطر الرئيسي                                                                     

4*43000

0300

0030

0003

A



















 

 

  ثانوي القطر ال                                                                    

 

 Null Matrixأو   Zero Matrix:المصفوفة الصفرية
 وهي المصفوفة التي يكون جميع مدخلاتها أصفار            
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:(3)Example  ✎ 

3*3


















000

000

000

A 

   Identity  Matrix:المصفوفة الوحدة 
 Iن جميع عناصر قطرها الرئيسي واحد والباقي اصفار . ونرمز لها بالرمز هي المصفوفة التي يكو

. 

 :(4)Example✎ 

3*3
100

010

001

3
I;

2*2
10

01

2
I

























 

 

   Triangular   Matrix:المصفوفة المثلثية 

i- وهي المصفوفة التي تكون جميع  المدخلات الواقعة تحت القطر  المصفوفة المثلثية العليا:

 . الرئيسي  تكون أصفار

 :(5)Example✎ 

2*2
10

25
B;

3*3
800

240

651

A 

























 

ii- وهي المصفوفة التي تكون جميع  مدخلاتها فوق القطر الرئيسي  المصفوفة المثلثية السفلى:

 . أصفار

 :(6)Example✎ 

3*3
612

053

003

A

















 

 

                     
2*2

12

05
B 








 

 

  f   Matrix Transpose o:مُدور المصفوفة 
 وهي تغيير أعمدة المصفوفة بدل صفوفها أو تغيير الصفوف بدل الأعمدة 

 

 :(7)Example✎ 

2*3
65

42

31
TA;

3*2
643

521
A

























 
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 :  المصفوفة المنفردة
 . (15)هي المصفوفة التي تكون قيمة محددها يساوي صفر ، مثال تمرين 

  

 :  المصفوفة غير  المنفردة

  0 ≠) صفر) ية محددها لا تساوهي المصفوفة التي تكون قيم

): (8Example ✎ 

2*2
54

12
A 








 

4104*15*2A      قيمة المحدد 

       6A  

 

 صفر  يأي لا يساو (6)ان هذه المصفوفة غير منفردة لان قيمة محددها 

)(9 :Example ✎ 

2*2
46

23
B 








 

 

01212

6*24*3B;




 

 المصفوفة  منفردة لان قيمة محددها يساوي صفر  

 :2*2طريقة إيجاد قيمة المحدد لمصفوفة من السعة ☤

 
 القطر الرئيسي        القطر الثانوي                                            
















22
a

21
a

12
a

11
a

2
D 

 

طر الأول الرئيسي مطروحا ً منه حاصل ضرب القطر نوجد قيمة المحدد كما يلي : حاصل ضرب الق

 الثانوي 

21
a

12
a

22
a

11
a

2
D  

D2  يسمى محددا ً من الدرجة الثانية 

 

ஐ المحددات للمصفوفات:Determinants       

 القيمة العددية للمصفوفات 

هي مجموعة عناصرها تكتب على شكل صفوف وأعمدة رباعي الشكل ويكون محصور المحدد :

   Dأو     det. Aأو  |A|ين مستقيمين شاقوليين ويرمز له بالرمز ب
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                          Find the value of the following determinant )(10Example:✎ 

 : يلي للمحددات جد قيمة ما











62

43
A 

 موجب            سالب                                                                                            

      
10818

4*26*3A




 

القطر المتجه نحو اليمين ) القطر الرئيسي ( يكون موجب بينما يكون القطر المتجه نحو  إنأي 

 اليسار ) القطر الثانوي ( سالب 

0                   كان                   إذا Xجد قيمة  مثال:☜
X1

4X
A 








 

 Solution                        :                                                                    الحل:

                                           

2X

4X

04X

2

2







 

 بعض العمليات الجبرية على المصفوفات:☺

    Addition  and subtraction الجمع والطرح

2*243

21

bb

bb
B 








                                  

2*243

21

aa

aa
A 








 

 

                            
2*24433

2211

baba

baba
BA 












 

 

                            
2*24433

2211

baba

baba
BA 












 

 

 
             by constant ثابت *ضرب المصفوفة 

Let   (11)Example:✎ 

                                                        AC* And C=3      Find   









02

31
A    

 tionSolu                        :                                                                 الحل:   

 

54540
06

93

0*32*3

3*31*3

02

31
3AC* 


























 
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: IF B3 +A2 Find   :(12)Example ✎ 








 


31

20
B           ,










30

21
A 

 Solution            :                                                                                 الحل:        

      
 

 

 

81=3)*6(0
93

60

31

20
*3B3 







 








 
 

301812B*3A2 
 

 :3*3إيجاد المحددات  لمصفوفة من السعة ❦

  3*3هناك عدة طرق لإيجاد المحددات من السعة 

 Rotate)(الطريقة الأولى : الطريقة الخاصة أو طريقة التدوير 

3*33 33 23 1

2 32 22 1

1 31 21 1

aaa

aaa

aaa

A

















 

 

3 23 1

2 22 1

1 21 1

3 33 23 1

2 32 22 1

1 31 21 1

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

A

















 

 وتطبق هذه الطريقة حسب الخطوات التالية :

 يمين المحدد  إلىنكرر كتابة العمودين الأول والثاني بالترتيب 

إيجاد المجموع الجبري لنتائج ضرب عناصر الأقطار الموجبة والسالبة كما هو مبين في الأسهم 

 : ( وكما يليأعلاه)

)) ( a) ( a( a)) ( a) ( a( a)) ( a) ( a( a

)) ( a) ( a( a)) ( a) ( a( a)) ( a) ( a( aA

3 32 11 23 22 31 13 12 21 3

3 22 11 33 12 31 23 32 21 1




 

 

 الطريقة الثانية)طريقة التجزئة( 
) قاعدة الإشارات ( المبينة أدناه للعناصر  أو الإشاراتقيمة المحدد يجب ملاحظة قانون  لإيجاد 

 داخل المحدد بغض النظر عن إشارة العنصر نفسه

 : يفُتح المحدد بستة طرق وكالاتي

 باستخدام الصف الأول 

 باستخدام الصف الثاني

 الثالث  باستخدام الصف

 باستخدام العمود الأول 

 باستخدام العمود الثاني

 باستخدام العمود الثالث 

12012
60

42

30

21
*2A2 


















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العنصر الأول في الصف الأول والعمود الأول ثابتة في حين تكون بقية  إشارةتكون :✮ملاحظة✮

  .بالإشارةالعناصر فيما يتعلق بالصف الأول والعمود الأول مخالفة للعنصر الذي يسبقها 

  ☀اراتقاعدة الإش☀

    
 

i+j 

(-1)     

=i  رقم الصف 

=j رقم العمود  

العمود 

 الثالث

العمود 

 الثاني

العمود 

 الاول

 

 

 

 

 R1الصف الأول 

 

 R2الصف الثاني 

 

 R3الصف الثالث 

+ - + 

- + - 

+ - + 

     

 

11)(( -1) : Ex 211  

Find  the value of the det .A (13)Example:✎ 

 لمحدد التالي جد قيمة ا

3*3
987

654

321

A



















 

 

 Solution                        :                                                                 الحل:   

87

54

21

987

654

321

A























 

240A

7248105968445

( 9)4)(( 2)8)(( 6)( 1)( 7)( 5)( 3)

8)(4)(( 3)( 7)( 6)( 2)( 9)( 5)( 1)A









 

Find  the value of the det .A (14)Example:✎ 

 دد التالي جد قيمة المح

3*3
110

702

452

A





















 
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 Solution                        :                                                                 الحل:   

 

10

02

52

110

702

452

A























 

           

12A

10140800A

1)*2*5(1)*7*2(0)*0*( 41)*2*( 40)*7*5(1)*0*( 2A







 

Find  the value of the det .A (15)Example:✎ 

 بطريقة التجزئة د قيمة المحدد التالي ج

























763

615

432

A 

 : الحل بالنسبة للصف الأول





































63

15
4)(

73

65
3

76

61
2A 

1151085158A

27)4(3( 17)2( 29)A

3)304(18)3( 3536)72(A







 

 :  الحل بالنسبة للصف الثاني

























763

615

432

A 


















 















63

32
6

73

42
1)(

76

43
5A 

1151262615A

9)126(12)( 1424)5( 21A




 

 ريقة يمكن إيجاد قيمة المحدد وبنفس الط

Find  the value of the det .A (16)Example:✎ 

 



















213

102

211

A 

 

 

 



 

  مها محسن  .المدرس                                  8                            

 Solution                        :                                                                 الحل:   

 




























13

02
*2

23

12
*1

21

10
*1A  

2411A                                                                 : ✮ملاحظة✮    

ان طريقة تفيد في حل المحددات من الدرجة الرابعة والخامسة . وبذلك يمكن دمج الطريقتين : 

 طريقة التجزئة مع الطريقة الخاصة ) طريقة التدوير ( لحل محدد من الدرجة الرابعة .

 

 

 معادلات الخطية :ال -8

Solve the linear equations): Example(1✎ 

  حل النظام الخطي بعدة طرق مثال :☜

 14yx  

 222y3x  

 يلي : : طريقة الحذف وكما الأولىالطريقة 

 :  ينتج -8( *2والمعادلة ) 3( *8نضرب المعادلة )     

                                                       
 

22y3x

1123y3x




 

2
5

10
y105y 

 بالجمع    

2y  

 : في المعادلة            ينتج yنعوض عن قيمة  
2y  

2y,2x  

 الحل باستخدام المصفوفة 

       
1*21*22*2

2

4

y

x

23

11



























        





2

1

R

R
 

 3* الأولنضرب الصف 

       
1*21*22*2

2

12

y

x

23

33



























        





2

1

R

R
 

  الأولبطرح الصف الثاني من الصف 

         

























10

12

y

x

50

33
       21 RR 

2x

2y105y




 

 x=2  حل النظام هو
Y=2                   
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 ♚Gramer's Ruleنظرية أو قاعدة كَرامر    ♚

من المجاهيل بحيث   nوتحتوي على  n*nنظام من المعادلات الخطية التي رتبتها   AX=Bلتكن 

 عندئذ يكون للنظام حل وحيد أي ان :   A|≠0|ان محددها 

A

An
Xn,,.........

A

A
X,

A

A
X1

2

2

1
 

y by using Gramer's Rule (2): Find the solution of  x,Example✎ 

 :  استخدم قاعدة كَرامر لحل نظام المعادلات
 

 21y3x

183y2x




 

 Solution                        :                                                                 الحل:   

 اجعل النظام بشكل صيغة مصفوفة 

























 

1

8

y

x

13

32
 

   (D) نستخرج المحدد الأصلي للمصفوفة* 

1192

3)*3(1)*( 2
13

32
D










 


 

1138

1)*3(1)*( 8
11

38
D1










 


 

وذلك بحذف العمود الثاني والتعويض عنه بالعمود الثالث )عمود الحدود   (D2)نستخرج المحدد 

 :  المطلقة ( وكمايلي

22D

242D
13

82
D

2

22





 

1
11

11

D

D
X

1
 

2
11

22

D

D
y

2



 

2y,1x  

 : Proof☻التحقيق 

 ينتج  أعلاهفي المعادلتين  x,yنعوض عن قيم 

88

862

82)3(12






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 استخدام قاعدة كَرامر لحل المعادلات الخطية  :(3مثال )☜

8zy

3zx

1yx







 























































8

3

1

z

y

x

110

101

011

 

D

D
z,

D

D
y,

D

D
X 321  

 

a

110

101

011

D





















 
















 








 


10

01
0

10

11
1

11

10
1D 

 

21101( 1)1)1( 0  

 























118

103

011

D1 

 
















 








 


18

03
0

18

13
1

11

10
1 

 

1211108)( 31( 1)  

 



















180

131

011

D2 

 
















 








 


80

31
0

10

11
1

18

13
1 

 

10D

101111( 1)8)1( 3

2 


 















 



810

301

111

D3 

+      -      + 
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


























10

01
1

80

31
1

81

30
1 

 

6183

1( 1)1( 8)3)1( 0




 

3
2

6

D

D
z,5

2

10

D

D
y,6

2

12

D

D
X 321  

Find the solution of  x,y,z by using Gramer's Rule (4): Example✎ 

 (x,y,z)استخدم قاعدة كَريمر لايجاد قيم 

) ( 3..........2zyx

)  .......( 2104zy3x

)  ........( 15zy4x







 

 Solution       :                                                                                           الحل:   



















































2

10

5

z

y

x

111

413

114

 

11

13

14

111

413

114

D

















 

 

9D93161344D  

 

12

110

15

112

4110

115

D1

















 

 

9D9102021085D 11  

 

21

103

54

121

4103

154

D2

















 

 

9D15321062040D 22  

11

13

14

211

1013

514

D3

















 

2
9

18

D

D
z,1

9

9

D

D
y,1

9

9

D

D
X 321 












 
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(5): Find the value  of  xExample✎ 

 xجد قيمة 

0

111

1x2x

214

2 



















 

 

 Solution       :                                                                                           الحل:   

 

0

11

x2x

14

111

1x2x

214

22 







































 

 

cba

052x6x

02x42x4x14x

2

22





 

 

 * المعادلة الناتجة هي معادلة من الدرجة الثانية لذلك نستخدم طريقة الدستور لحل هذه المعادلة 
 

الدستور                                                         قانون
2a

4acbb
x

2 
 

 
      a=6  , b=2   ,c=-5: حيث

                                                           
2( 6)

5)4( 6) (( 2)2
x

2 
 

 

 

12

1242

12

12042
x





 

 

 

6

311

12

3122

12

31*42
x








 

 

 

 

6

311
xor

6

311
xi f





 
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 اثبت ان حل المحدد التالي هو عبارة عن معادلة خط مستقيم يمر بالنقاط : (6)مثال☜

 مع الرسم ؟  (4 -,3) ,(1,0-)

 

0|1

2|1

1|0

y|x





 

                                   0

101

143

1yx





















 

 

 Solution                :                                                                                 الحل:   

0

01

43

yx











































101

143

1yx

 

 

                      

 

044y4x

03y040y4x




 

 

 ينتج : – 4بالقسمة على 

01yx                                                                    معادلة المستقيم                    

 : ينتج   (1,0-)نعوض في النقاط 

 

 

 : ينتج  ,3)-  ,(4النقطة 

01434)(3,

01011,0)(





  

 

 

 

 



 

  مها محسن  .المدرس                                  14                            

 

 -تمارين تطبيقية :✍

1y

3

1
x13y6x

23y3x1)







 

 

3y

3

1
x52y3x

2y3x2)







 

 

2y

1x32yx

114y3x3)







 

 

1y

2x4y2x

y53x4)







 

 

    yandxofvaluetheFindBAi fand

21x

05
B

23

y5
Ai f5)

2
























 

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

    yandxofvaluetheFindBAi fand

05

41x
B

y5

48
Ai f7)

2










 











 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ









































33

89

06

b2a3

83c

015b

i fcb,a,ofvaluetheFind8)

 

k3

43

312

210

321

0

18

12k

det.bykofvaluethe6) find















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3x,2xrootshasproof

andxofvaluetheFind0

139

124

1x2x

9)
























 

2B6A

213

102

011

B

105

432

111

A

BA,orderofdeterm inttheFind10)





































 

2

1
zz42yx

2

3
y0zy2x

RulesGram er'By
2

1
x2zy1x11)







 

3z3z2yx

1y6yzx

2x0zyx2

Rule.sGram er'byzy,x,ofvaluetheFind12)






 

 

3z4z2yx

1y7zyx

3x2zy2x13)







 

 باستخدام قاعدة كَرامر     t,z,y,xاستخدم  المحدد الرباعي لايجاد قيمة 

105A

105A52z3yx4

105A132t3z3y

03x2zt

3y3t2x14)

2

1











 

 

163x2y3z

0A122z3yx

4zy2x15)






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5

1
zz3y5x

5

1
yz2y4x

5

3
xz15y3x16)







 

 

2x33x4x3x

3x52x3x2x

5x4xxx17)

3321

2123

1321







 

 

 

y22z

1zx2y

y2x18)







 

 

3z6zyx

2y10z4yx

1x4z2y3x19)







 

 

 الثلاثي باستخدام طريقة التجزئة أوجد قيمة المحدد

49B24A

234

510

243

B

242

105

237

A

20)

















 





















 

 

      

12yx

5zy

4zy2xi i )







                                  

2zyx

1zy

12zx) i  21)







 

_____________________________________________________________________ 

 والتدوير  تجزئةأوجد قيمة المحدد الثلاثي باستخدام طريقة ال

42B13A

123

412

501

B

512

201

321

A

22)






































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 ♣   Vectors and Scalars المتجهات والقيم العددية :♣

 

بالقيم العددية ) وتكون غير اتجاهيه( مثل  اتجاهتسمى الكميات التي لها مقدار عددي وليس لها 

 الطول ، الزمن ،درجة الحرارة ، المساحة .... الخ.

 مثل القوة   Vectorsعددي واتجاه تسمى بالمتجهات أما الكميات التي لها مقدار 

F


 (Force)  والسرعةV


(Velocity)    والتعجيلa


)  eration(accel    

 

V,C,B,A......,ويرمز للمتجهات بالرموز 


 ويكتب  k,j,iثلاثة متغيرات هي ولكل متجه  

kajaiaA 321 


 

 

:Example ✎ 

3k2j1iA 


 

 . هي قيم معلومة كما في المثال اعلاه a3,a2,a1حيث ان 

 :  ♠♠الجبرية على المتجهات العمليات ♠♠

 .الجمع والطرح 

 .ضرب المتجه في عدد ثابت

 .إيجاد طول المتجه

uالعمودي   أيجاد متجه الوحدة 


 .لمتجه واحد   

 .Cros  (x)إيجاد قيمة الضرب الديكارتي

uإيجاد قيمة  متجه الوحدة العمودي     


B,A(u(بين متجهين    


. 

 Sinبواسطة استخدام قانون     ( θ  )إيجاد قيمة الزاوية 

   Cosبواسطة   θ  ))وإيجاد الزاوية  (Dot)إيجاد الضرب العددي 

 

:Example ✎ 

A,Bليكن 


 متجهين هما  

kjiB

4k3j2iA








 

BA  -1أوجد 


    2-   BA


       3-  A,5B3


        4- A,B


         5-  ( A)u) ,Bu(


    

        6- BxA


     7- BxA


         8-   )B,A(u


     9-  )B,Aθ(


      11-   B.A

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BA


-1    

                                                                            

5k4j3 iBA

kjiB

4k3j2 iA













 

 

BA


    -2   

                                                                            

3k2j1 iBA

kjiB

4k3j2 iA













 

 

    -3                 * صيغة القانون                                                                               
                                                                                

k)b( a) jb( ai)b( aBA

kbjbibB

kajaiaA

332211

321

321













           

 

                                           -3   

                                                             

3k3j3iB3

20k15j10i

4) k*( 5) j( 5xi)( 5xA5 32











    

 

 

kcajcaicaAc                 (constant)هو عدد ثابت  ( C )* صيغة القانون    321 


 

-4    
                                                           

1.7323111B

5.385291694

432A

222

222











       

    

2                                             * صيغة القانون  :             

3

2

2

2

1 aaaA 


 

 

)   (لأن-دائماً الطول للمتجه يكون موجب اذا كان أي قيمه ) -) 2 
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29

4k3j2i
)A(u





    -5    

                             k
29

4
j

29

3
i

29

2
( A)u 


 

              

k
3

1
j

3

1
i

3

1

3

kji
)B(u








        

 متجه الوحدة❊

:                                                           * صيغة القانون

k
A

a
j

A

a
i

A

a

A

kajaia

A

A
u

321

321




 




  

                                                                                      ((crosالضرب بطريقة ❀

                                          حل هذا المحدد نستخدم طريقة التجزئةل

111

432

kji

BxA 


  - 6 

                        

k2ji

3)k( 24)j ( 24)i ( 3

11

32
k

11

42
j

11

43
iBxA








        

6121BxA 222 


-7 

 صيغة القانون  :                          ❀

                                   

)babk( a)babj ( a)babi ( a

bb

aa
k

bb

aa
j

bb

aa
i

bbb

aaa

kji

BxA

122113312332

21

21

31

31

32

32

321

321







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BxA

BxA
)B,A(u 


 -8 

 

k
6

1
j

6

2
i

6

1

6

k2ji
)B,A(u











     

 

 

)B , Aθ(                                    ) الديكارتي( ألاتجاهين الضرب حسب قانولاستخراج الزاوية 


 -9 

 

.2215θ

( 0 .2626)Sin

)
9.327

2.449
(Sin)

3x29

6
(Sinθ

)
3x29

6
(Sin.SinθSin

Sinθ
3x29

6

.Sinθ3x296

.SinθBxABxA

1

11

11























 

B.A                           (Dot) عدد الضرب العددي : أي يكون الناتج دائما ً عبارة عن


  -10  

                                                                

9432

)14()13()12(.

432









xxxBA

kjiB

kjiA







 

BAمن صيغة لإيجاد قيمة الزاوية 


نستخدم القانون .

2215)965.0(

)
327.9

9
()

329

9
(

)
329

9
(.

)
329

9
(

.3299

..

1

11

11



















Cos

Cos
x

Cos

x
CosCosCos

x
Cos

Cosx

CosBxABA














 

BAكان المتجهين  إذا✮


)90(0وتكون قيمة  09°اوية تكون متعامدين فان الز , Cos 
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:Example ✎ 
 

5k3j2 iC

kj2 iB

kjiA













 

Find: 

B)( A,u


 -6   )B,Aθ(


 -5    B.A


 -4    BxA


-3    C3A2


 -2    BA


-1 

Or     متعامدانالمتجهين  إنأثبت. 

  BA


 -1 

                                                                    

3i

k0j03i

1) k( 11) j( 13iBA








 

C3A2


 -2      

                                      

23416949161374C3A2

13k7j4 iC3A2

15k9j6 iC3

2k2j2 iA2

222 
















 

BxA


    -3 

  

112

111

kjiBxA







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









90θ

1Sinθ

1
3x2x3

23
Sinθ

Sunθ6.x323

.SinθBxABxA

xB)θ(A


                           

3k3ji0

2)1k(2)1j (1)1i (

12

11
k

12

11
j

11

11
i














 

2399330B.xA 222 


 

Dot                                                                B.A     الضرب العددي )النقطي(


        -4 

                                                                                    

0112B.A

kj2 iB

kjiA













 

                                                              

),( BA


-5 









3602π

270
2

3π

90
2

π

180π

note

                                                                      3111A 222 


 

6112B 222 


 

2

π
90θ

0Cosθ

.Cosθ6x30

.CosθBxABA










 

ABان المتجهين 


 09°متعامدين لأن الزاوية   ,

 

                                                                                           
BxA

BxA
B)( A,u 




  -6 

                                          
23

3k3j
u





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k
2

1
j

2

1
u

k
23

3
j

23

3
u









                   

:Example ✎ 

 

ABثم مساحة المثلث وقيمة متجه الوحدة العمودي على  الأضلاعمساحة متوازي  أوجد


, 

                                
   2kj2iA 


 

4k3jiB 


 

 الارتفاع                                          xع = القاعدة مساحة متوازي الأضلا ✮

431

212

kji

BxA 


 

 

                

5k10j10i

1)k( 62)j ( 86)i ( 4

31

12
k

41

22
j

43

21
iBxA














 

 . K,j,Iنجد الطول للمتجه الجديد حتى نتخلص من 

1522525100100

51010BxA 222






 

  85= الأضلاعمساحة متوازي  

 2مساحة المثلث نقسم القيمة على  جادلإي     

 مساحة المثلث
2

15
5.7                       

BxA

BxA
)B,A(u 



 

 

k
3

1
j

3

2
i

3

2
u

k
15

5
j

15

10
i

15

10

15

5k10j10i









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:Example ✎ 
 

4k3jiB

2kj3iA








 

 أوجد مساحة متوازي الأضلاع والمثلث 

                                                                             

431

213

kji

BxA






 

 

   

10k10j10i

k( 10)j ( 10)i ( 10)

31

13
k

41

23
j

43

21
iBxA


















 

 الرسم كما في المثال السابق 

310100*3

300100100100

101010BxA 222








 

 = 310مساحة متوازي الأضلاع  

مساحة المثلث =     
2

310
=35 

u لإيجاد قيمة الوحدة العمودي     


        
 

k
3

1
j

3

1
i

3

1
u

k
310

10
j

310

10
i

310

10

310

10k10j10i
u












 

 

 

:Example ✎ 

 

2k3jiB

6k9j3iA








 

BA إنهل 


  أوB//A


 أثبت ذلك  

4212273BA 


 

12636819693A 222 


 

14491231B 222 

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0θ( 1)Cos)
42

42
(Cos

)
6x3.7416511.2249721

42
(Cos)

14x126

42
(Cosθ

14x126

42
Cosθ

Cosθ.14x12642

.CosθBxABA

11

11















 

231

693

kji

BxA 


 

 

k0j0i0

9)9k(6)j ( 618)i ( 18

31

93
k

21

63
j

23

69
iBxA








 

  لان الزاوية الناتجة قيمتها صفر متوازيانالمتجهين . 

0θ0θSin

0BxA






 

 -تمارين تطبيقية :✍

 الإضلاعوازي جد مساحة مت

                                                                               
kiB

k2j3iA








  -1 

 ثم جد قيمة متجه الوحدة 

    -2 كانت                                                                                                        إذا

                                                                                                  
kjV

kiV

2

1








  

21  -8   أوجد VV


    2-12 V2V3


   3- 21 VxV


    4-    5- )V,V(θ 21


بطريقة الضرب   

 . النقطي

                                                                                                                       -3 

                                                                                       

5k3j2 iC

kj2 iB

kjiA













 

)B,Aθ(,)C,Bθ(,)C,Aθ(         وجدأ    


 

  () الديكارتي العددي ألاتجاهيباستخدام قانون الضرب      
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kjC

k2iB

4k2j3 iA













    -4 

BA,CA,)BC(,)B,Aθ(,BxA         أوجد    

 

                                                                                        
4k3jiV

2kj3iV

2

1








   -5           

uثم مساحة المثلث ثم قيمة متجه الوحدة  الأضلاعأوجد مساحة متوازي 


                                                                                

 ❁    Complex Numbersالأعداد المركبة ❁

 لحل معادلة من الدرجة الثانية بطريقة الدستور ينتج منها عدد مركب 

:Example ✎ 

   

 

                                                    
2a

4acbb
x

2 
 

                                                           
2( 1)

4( 1) ( 5)( 2)2
x

2 
 

1ilet
2

162
x 


 

2

1612
x


 

2i1x
2

i42
x 


 

 . الناتج هو عدد مركب من جزء حقيقي وجزء تخيلي 

:Example ✎ 

3c

2bcba

1a032xx 2







 

                                                    
2( 1)

4( 3) ( 1)42
x


 

                                                           
2

82
x


 

)21,Z(or)21,Z(i21x

2

2i22
x






 

  Realجزء حقيقي         Imgجزء خيالي                                                                                  

5c

2bcba

1a052xx 2






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  العدد المركبZ  يعرف بانه زوج مرتبZ(x,y)  حيث انy,x عددان حقيقيان أو يكتب على 

   Z=x+yiصورة 

X  يسمى الجزء الحقيقيReal part   

Y  يسمى الجزء الخياليImg part   

i  يسمى بالوحدة الخيالية 

1i,1i,1iحيث أن  23      وهكذا 

1i,

ii.ii11*1.iii

6

45224





 

:Example ✎ 

                                                                        

3Im ( Z)y

2R( Z)x

3j2Z

( 2,3)Z









 

 

 

  Zنستخرج طول  Zلكي نرسم العدد المركب 

13Z

94Z

32Z

yxZ

22

22









 

 

 :Zالعدد المرافق يعرف 

3i2Z3i2Z

yixZyixZ

11 


 

 أي عكس أشارة الجزء الخيالي فقط 

7i2Z7i2Z 22  

عندما يكون لدينا كسر يضرب في مرافق المقام للتخلص من  )- (1نعوض بدلا ً منه  2iعندما ينتج 

 الكسر .
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 العمليات الجبرية على الأعداد العقدية 

 . إيجاد الطول -5القسمة    -4الضرب    -3الطرح     -2    الجمع -8

:Example ✎ 

 

                                                                                        
i2Z

2i1Zi f

2

1




 

 












2

1

12

1

21212121

Z

Z
7)

Z

1
6)

Z

Z
5)

Z.Z4)3Z2Z3)ZZ2)ZZ1)Find

 

 

)yi ( y)xx(ZZ

iyxZ

iyxZlet

212121

222

111







                                                      

i3ZZ

i2Z

2i1Z1)

21

2

1







 

 

)y( yi)x( xZZ3i1ZZ

i2Z

2i1Z2)

21212121

2

1







 

 

2222

21

21

2

1

yxZ65183Z2Z

i83Z2Z

3i63Z

4i22Z3)









 

3ia4

23i2

1i2 ia4ii2

i )2 i ) ( 2( 1.ZZ4)

22

21









 

 صيغة القانون 

 

3i4.ZZConjugatConjugat3i4.ZZ

yxyi ( x.yy.xx

.i.yyyix.yix.xx

)iy) ( xiy( x.ZZ

2121

12212121

2

21122121

221121









) 
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i2Z
i2

2i1

Z

Z
5) 2

2

1 



 

 للتخلص من الكسر نضرب بمرافق المقام  . 

1Im ( Z),0Re( Z)i
Z

Z

i
5

5i

14

i4 i22

i2 i2 i4

2ii4 i2

i )( 2

i )( 2
*

i )( 2

2i )( 1

Z

Z

2

1

2

2

2

1























 

 

5

2
Im ( Z)

5

1
Re( Z)i

5

2

5

1

Z

1

5

2i1

41

2i1

2i )( 1

2i )( 1
*

2i )( 1

1

Z

1
6)

1

1



















 

 

i
Z

Z
7)

2

1 













 

  :صيغة القانون

0Zi f
iyx

iyx

Z

Z
2

22

11

2

1 



 

.
yx

)y.xxi ( yyyxx

)iy( x

)iy( x
*

)iy( x

)iy( x

Z

Z

iyxZ

2

2

2

2

21212121

22

22

22

11

2

1

222

















 

 

 : تمارين تطبيقية✍

2

1
212121

2

1

Z

Z
4).ZZ3)2Z3Z2)ZZ1)Find

5i4Z

3i2Zlet1







 

 

2

1
212121

2

1

Z

Z
4).ZZ3)2Z3Z2)ZZ1)Find

7i2Z

3i5Zlet2






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Prove that    -3 

i3
25

25i75

25

60i8035i5

25

60i80

25

35i5

9i12i12i16

60i80

16i12i12i9

20i15i20i15

3i )( 4

3i )( 4
*

3i )( 4

20

4i )( 3

4i )( 3
*

4i )( 3

5i )( 5

i3
3i4

20

4i3

5i5

22

2
















































 

  4- Prove that    

                                                                                                                1
4i)( 3

)i2( 2





   

1
4i3

4i3

4i3

2i2 i14

4i3

i )i ) ( 2( 2

4i3

i )( 2

i2i2

2
























 

 

Prove that    -5 

i1
12i

i3 i 1 93 0





                      

      +1 أو 1- أماوجي فأن النتائج عدد ز  سالأسكان  إذا ✯

11)()( ii

11)()( ii

5 05 021 0 0

1 51 523 0




   

 i+أو  i-  عدد فرديا ً فأن النتائج سالأسكان  إذا أما ✯✯
 

i11)( i
5

5

5

55i

14

235i

12i2 i4 i

i2 i36i

1)2 i(

1)2 i(
*

12i

i3

12i

i3

i3i )(1)3(i3 i

i1)i ()i ( i.iii

i1)i ()i ( i.iii

2

2

1 93 0

8821 61 7

9921 81 9



































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Prove that : -6 

i1 )i ()i ( ii

i1 )i ()i ( ii ( i )i

11)()( ii

i1)i ()i ( i)i ( ii

i5
i2 i

i5 i

3 83 827 7

4 04 028 08 1

5 05 021 0 0

9921 81 9

7 78 1

1 0 01 9














 

 

2

2

i

i5 i

i

i

i

15i

i2i

1i )5(

















 

 

i5
1

i5

1)(

ii )5(








 

  بسط العدد المركب مع كتابة الجزء الحقيقي والجزء التخيلي 

)Find Re(Z) and  Im(Z-Example:(7) ✎ 

 

1)Im ( Z3)Re( Z3i

31)i (

3)i ( i

1)3(i ( i )Z

3iiZ1

11

3

32

6

1

27

1











 

 

1)Im ( Z0,)Re( Zi1)i ()i ( iZ

iZ2

22

882

2

1 7

2




 

 

 

0)Im ( Z,5)Re( Z51)5()5( iZ

5iZ3

33

3 53 52

3

7 0

3




 

 

 

1)Im ( Z,1)Re( Zi11)i (1)ii (1i ( i )1Z

i1Z4

44

77214

4

15

4




 

 

                                                             أثبت أن :
5

i

5

2

i2

4i3 3 0








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 :صيغ كتابة العدد المركب ✮
 ( Rectangularصيغة المحاور المتعامدة أو ) الصيغة العامة -1

               yixZ  

  (Traingular)الصيغة المثلثية -2

θ}iSinθr{ CosZ  

    (Exponential)ية الصيغة الأس -3

   iθreΖ                                   أو صيغة أويلر         

θrZ                          (Polar)الصيغة القطبية  -4  

 لتحويل العدد المركب الى الصيغة القطبية من الصيغة الجبرية 

                        
iyxZ

yxZr 22




 

 نلاحظ  علاهمن الشكل ا

                  xالمجاور                                                                         

Cos θ = --------- =     -------------                        x=r.Cos θ                                

 r                    الوتر                                                                          

  

           yالمقابل                                                                                  

 

   Sin  θ = --------- = -------------                              y=r.sin θ                      

 r                      الوتر                                                                                        

 

Sin  θ             y                                                      

tan  θ = -----------  = --------                                                

                                                  x               Cos  θ    

                                                          

θSini rθCosrZ

iyxZ

Sinry

Cosθrx

x

y
tanθ 1









 

 

                                     الصيغة المثلثية                        iSinθCosθr  

 iθreΖ الصيغة الآسية                                                                            

θrZ                                الصيغة القطبية                                               



 

  مها محسن  .المدرس                                  33                            

  حول العدد العقدي من الصيغة الجبرية الى القطبية: (8)مثال☜

      









45θ
2

1

r

x
Cosθ

211Zr

1y,1x

i1Z

22 

 

 الى زاوية متممة جالزاوية تقع في الربع الأول لا تحتا . 

)Sinθi( CosθrZ  

   

                                                             )45Sini45( Cos2  الصيغة المثلثية 

               

      
            iθreΖ    

                                     i 45e2Ζ الاسية    

 452Ζ لقطبية ا 
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 . الأسية اكتب العدد بالصيغة القطبية و:( 2)مثال ☜

                     












45θ1
5

5
tanθ

25x22550

55Zr

5y,5x5i5Z

22

 

 يجب  إيجاد الزاوية المتممة  في الربع الثاني  . 

       











13525Z

e25Z

)135Sini135( Cos25Z

13545180β

θ180β

1 3 5i
 

 . جبريةحول العدد  من الصيغة المثلثية الى الصيغة ال:(3)مثال ☜





45θ22r

)Sin45i( Cos4522Z
 

2i2Z

2y2x

2

1
.22y

2

1
.22x

45Sin22y45Cos22x

θSinryθCosrx










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 . اكتب العدد بالصيغة القطبية والأسية:( 4)مثال ☜

 

 















30θ

3

1
tanθ

3x2

2

6

2

6

2

x

y
tanθ

224x2826

)2()6(Zr

2y,6xi26Z

22

 

 تقع في الربع الثالث الزاوية المتممة

                  











24022Z

e22Z

)240Sini240( Cos22Z

24030270β

θ270β

2 4 0i
 

 . ةاكتب العدد بالصيغة القطبي:( 5)مثال ☜

                          














90θ
0

3

x

y
tanθ

3930Zr

3y

X0x

3iZ

2

 

 الزاوية  المتممةالعدد يقع في الربع الرابع  
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









2703Z

3eZ

)270Sini270( Cos3Z

27090360β

θ360β

2 7 0i

 

 . الآسيةالصيغة  إلىحول العدد :(6)مثال ☜

             









53)
3

4
(1tanθ

3

4

x

y
tanθ

5251692423Zr

4y

3x4i3Z

 

 

 تقع في الربع الأول الزاوية . 

)Sin53i( Cos535Z  
i 535eΖ  

 . العدد  المركب الى  الصيغة القطبيةحول :( 7)مثال ☜

                           






















1204Z,i1205eΖ 

)Sin120i( Cos1204Z

12060180β

60θ

3
2

32

x

y
tanθ

4r

164x322rZ

32y

2xi322Z
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 . محاور المتعامدةالصيغة ال  إلىالعدد  المركب حول :( 1)مثال ☜

i322Z

32y
2

3
4x60Sin4ySinθiry

2x
2

1
4x60Cos4xCosθorx-

60120-180θ

y,-x 120β,4r

1204Z













 

 . الصيغة الجبرية إيالمحاور المتعامدة   إلىحول العدد  المركب :( 0)مثال ☜

 

 

 

                      




240β,22r

24022Z
 

 الزاوية تقع في الربع الثالث . xy , 

6x

6
2

3
.2.2

30Cos.2.2x

θCosrx

30240270θ











 

i26Z

2y

2
2

1
.2.2

30Sin.2.2y

θSinry










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  تطبيقهتمارين ✍                      

  اكتب العدد المركب بالصيغة القطبية (8س

i
2

3

2

3
8) Z

i3Z7)

i26) Z

4i5) Z









                                      

i234) Z

2i23) Z

i392) Z

i2222Z1)









 

   صيغة المحاور المتعامدة إلىحول العدد  (2س

6i7
5eZ4)

4 i  / 52eZ3)

2 i π /e12Z2)

π3Z5)













                                           









13525Z4)

4522Z3)

355Z2)

21022Z1)

 

 -الضرب والقسمة والرفع للإعداد المركبة باستخدام الطرق القطبية والمثلثية :♣♣
 

)
2

Sinθi
2

θ( Cos
2

r
2

Z

)
1

θSini
1

θ( Cos
1
r

1
Z





 

 

) )
2

θ
1

θ(Sini)
2

θ
1

( θ( Cos
2

.r
1
r

2
Z

1
Z1  

 

طرح وتبسيط جبري باستفادة من قوانين النسب المثلثية لحاصل جمع و الأقواسوذلك بضرب 

 زاويتين .

 

))
2

θ
1

( θSini)
2

θ
1

( θ(Cos

2
r
1
r

2
Z

1
Z

2  

02 إنبشرط  Z 

 

  ❈                DeMoiver's Theoryر ڨموانظرية دي ❈

nθθ Sininθ( CosnrnZ3  

 .الجذور النونية  ولإيجادعدد صحيح موجب  n إنحيث 

 

) )
n

2Kπθ
(Sini)

n

2Kπθ
( Cosn

1
rn

1
Z4





  

 

  K= 0,1,2,………….n-1 إنحيث 
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(1):Example ✎ 

 

1 / 3

2

1 0

121

Z( 5)1/2
1

Z( 4)

 ( 3) Z/ZZ( 2)
2

.Z
1

Z( 1)Find

30) Sini30( Cos5
2

Z

100)Sini1003( Cos
1

Z





 

70)iSin70( Cos53/

30)100(Sini30)( 100( Cos53/
2

Z/
1

Z2

130)iSin130( Cos53

30)100(Sini30)( 100( Cos5*3
2

Z.
1

Z1









 

 

1000)iSin( Cos10003

100) )*( 10Sini100)*( 10( Cos3Z3

1 0

1 01 0

1




 

iSin230)(Cos2303

2

2π100
iSin

2

2π100
(Cos3Z

1k(i i )

iSin50)(Cos503

)
2

100
Sini

2

100
(Cos3Z

0k(i )

0,1k,2n

)
2

2Kπ100
Sini

2

2Kπ100
(Cos1/23Z4

1 / 2

1 / 21 / 2

1

1 / 2

1 / 21 / 2

1

1 / 2

1

























)

 

iSin10)( Cos10)5(

)
3

30
Sini

3

30
( Cos)5(Z

0k( i )

0,1,2k,3n

)
3

2Kπ30
Sini

3

2Kπ30
( Cos)5(Z5

1 / 3

1 / 31 / 3

2

1 / 31 / 3

2














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iSin130)( Cos130)5(

)
3

390
iSin

3

390
( Cos)5(

3

2π30
iSin

3

2π30
( Cos)5(Z

1k( i i )

1 / 3

1 / 3

1 / 31 / 3

2













 

iSin250)( Cos250)5(

)
3

750
iSin

3

750
( Cos)5(

3

4π30
iSin

3

4π30
( Cos)5(Z

2k( i i i )

1 / 3

1 / 3

1 / 31 / 3

2













 

)(2ample:Ex ✎ 

 

30)

3
Z

2
.Z

1
Z

(( 6)40
3

Z( 5)100
1

Z( 4)

2
/Z

1
Z( 3)

3
.Z

1
Z( 2)

2
.Z

1
Z( 1)Find

90)Sini905( Cos
3

Z

70)Sini703( Cos
2

Z

120)Sini1204( Cos
1

Z











 

 

210)iSin210( Cos20

90)120(Sini90)( 1205( Cos4
3

Z.
1

Z2

190)iSin190( Cos12

70)120(Sini70)( 1203( Cos4
2

Z.
1

Z1









 

50)iSin( Cos50
3

4

90) )( 120Sini90)( 120( Cos
3

4

2
Z

1
Z

3




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12000)Sini12000( Cos1004

120)100Sini120100( Cos1004100
1

Z4




 

 

3600)Sini3600( Cos405

90)40Sini9040( Cos40540
3

Z5




 

Sin3000)i3000( Cos30)
5

12
(

100)30Sini10030( Cos30)
5

12
(

90) )( 190*Sin30i90)( 19030( Cos30)
5

12
(30)

3
Z

2
.Z

1
Z

(6







 

ثم اكتب العدد الناتج بالصيغة الجبرية مع كتابة الجزء الحقيقي   Z1.Z2(: أحسب 3مثال)☜

  والتخيلي
 

0

13510Z

135)Sini135( Cos10
2

Z.
1

Z

110)25(Sini110)( 255( Cos2
2

Z.
1

Z

110)Sini1105( Cos
2

Z

25)Sini252( Cos
1

Z











 

 r =10                                                                               الزاوية تقع في الربع الثاني 

2

10
y

2

1
10y

2

10
x

2

1
10x

45135180θθ180β







 

25Im ( Z),25( Z)Re

i2525

i )
2

1

2

1
(225Z

i )
2

1

2

1
(25Z

i )
2

1

2

1
10(Z



















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1(: بسط باستخدام الطرق القطبية والمثلثية 4مثال)☜ 0

2

1 )
Z

Z
  إنحيث )











60θ
1

3

1
θtan

243123)(1
2

r

243123)(1
1
r

i31
2

Z

i31
1

Z

 

 الزاوية تقع في الربع الأول

60θ
1

3

2
θtan

602
1

Z

60)Sini602( Cos
1

Z










 

 الزاوية تقع في الربع الرابع

3002
2

Z

iSin300)3002( Cos
2

Z

30060360β







 







120240360θ

240) )isin(240)( Cos(

300) )iSin( 60300)( Cos( 60
2

2

2
Z

1
Z

 









120θ

1200)iSin1200( Cos

120) )iSin1012010( Cos10)

2
Z

1
Z

(

120)iSin120( Cos

2
Z

1
Z
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 فتصبح الزاوية مقبولة  350مضاعفات  1200نطرح من 
120)iSin( Cos120 

θ  تقع في الربع الثاني 

 

i
2

3

2

1
Z

2

3
y

2

3
1y

2

1
x

2

1
1x

60120180θβ180θ









*

 

3اوجد    2i-Z=1كان  إذا(: 5مثال)☜                   
1

Z ديمواڨرحسب نظرية. 










63θ2
1

2
θtan

541r

2i1Z

 

 العدد يقع في الربع الرابع

0,1,2K)
3

2Kπ297
iSin

3

2Kπ297
( Cos5Z

iSin297)297( Cos5Z

29763360β

3
1

3
1













 

4اوجد    4i+Z=3(: العدد 6مثال)☜      
1

Z. 

 





53θ
3

4
θtan

52543r 22

 

 العدد يقع في الربع الأول

 

0,1,2,3k)
4

2Kπ53
iSin

4

2Kπ53
( Cos5Z

iSin53)535( CosZ

4
1

4
1











 

    1/4, Z  45+12i  Find Z-3i   , Z=-H.W    if Z=4  
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✎Example(7)       

i1Z

i1Z

2

1





 

 ديمواڨرحسب نظرية 
3

1
2

1
21 Z3

Z
Z

2ZZ1    Find  

45)Sini45( Cos2Z

)45Sini45( Cos2Z

2

1




 

 الزاوية تقع في الربع الرابع 

 

iSin315)315( Cos2Z

31545360β

2 



 

)360Sini360( Cos2Z.Z

315)45(Sini315)( 45( Cos22Z.Z1

21

21




 

 

90)iSinCos90

270))(iSin270)(Cos(

315))(45Sini315)(45(Cos
2

2

Z

Z
2

2

1





 *

 

 

135)Sini135( Cos22

45)3Sini453( Cos)2(Z3 33

1




 

 

  ⁂جذور الأعداد المركبة⁂
 

) )
n

2Kπθ
(Sini)

n

2Kπθ
(( CosrZ n

1
n

1 



 

 

3  (: جد جميع جذور العدد المركب8مثال)☜        2i. 

2y,0x

2 i )( 0Z

2i0Z

3
1

3
1






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






90θ
0

2
θtan

242r

2

2

 

 الزاوية تقع في الربع الرابع

)
3

2Kπ270
iSin

3

2Kπ270
( Cos2Z

iSin270)2702( CosZ

27090360β

3
1

3
1 










 

 

 K=0,1,2ثلاث مرات  Kولإيجاد الجذور نعوض عن 

)
3

π22270
iSin

3

π22270
( Cos2Z

)
3

π12270
iSin

3

π12270
( Cos2Z

)
3

π02270
iSin

3

π02270
( Cos2Z

3
1

3
1

3

3
1

3
1

2

3
1

3
1

1



















 

 

 .  للعدد المركب الأولى(: جد الجذور التكعيبية الثلاثة 2مثال)☜ 

i26Z 
 

3
1

3
1

i )26(Z  

 الصيغة المثلثية والقطبية . إلىنحول العدد             














30θ
3

1

3*2

2

6

2
θtan

2282626
22

 

 الزاوية تقع في الربع الرابع

 

)
3

2Kπ330
iSin

3

2Kπ330
( Cos)2( 2Z

iSin330)330( Cos22Z

33030360β

3
1

3
1 









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)
3

2Kπ330
iSin

3

2Kπ330
(Cos2Z

)
3

2Kπ330
iSin

3

2Kπ330
(Cos(2)(2)

)
3

2Kπ330
iSin

3

2Kπ330
(Cos)2((2)Z

3
1

6
1

3
1

3
1

3
1

3
1



















    

 

  الجذور . لإيجاد    K=0,1,2بـ      Kنعوض عن قيمة   

)iSin110110Cos(2

)
3

330
iSin

3

330
( Cos2Z 3

1

1





 

iSin230)( Cos2302

)
3

690
iSin

3

690
( Cos2

)
3

360330
iSin

3

360330
( Cos2

)
3

1π2330
iSin

3

1π2330
( Cos2Z 3

1

2

















)
3

960
iSin

3

960
(Cos2

)
3

2π2330
iSin

3

2π2330
(Cos2Z 3

1

3







 

 

 

iSin320)( Cos3202Z 3
1

2  

 ل الجذر الأو

 1102Z 3
1

1 

 الجذر الثاني 

 2302Z 3
1

2 

 الجذر الثالث 

 3202Z 3
1

3 

 

 

 

 

2

2

2

2

22)2(( 2)

2
1

6
3

6
12

6
1

3
1

3
1

3
1












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 . التمثيل الهندسي للجذور

   
 

 

                                                العدد المركب إلى(: جد الجذور الخمسة 3مثال)☜ 

2y

2x

2i2Z







      

  .   مع التمثيل الهندسي للجذور                      

 
 








45θ1
2

2
θtan

22822Zr 22

 

 

 

iSin135)135( Cos22Z

13545180β





 

n=5                     عدد الجذور  

 

)
5

2Kπ135
iSin

5

2Kπ135
( Cos)2( 2Z 5

1
5

1 



 

 .    K=0,1,2,3,4 بـ     K  نعوض عن قيمة

  

  

)iSin2727Cos(2

)
5

135
iSin

5

135
( Cos2Z

1 0
3

1 0
3

5
1

1




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)iSin315Cos315(2Z

)iSin243Cos243(2Z

)iSin171Cos171(2Z

)iSin99Cos99(2Z

1 0
3

5
1

5

1 0
3

5
1

4

1 0
3

5
1

3

1 0
3

5
1

2









 





3152Z,2432Z

1712Z,992Z,272Z

1 0
3

5
1

5
1 0

3
5

1

4

1 0
3

5
1

3
1 0

3
5

1

2
1 0

3
5

1

1

 

044(:  جد  جذور المعادلة 4مثال)☜ Z . مع تمثيل الجذور بالرسم 

0θ0
4

0
tanθ

444)(Zr

0,1,2,3K4n,0y,4x

4)(Z

4Z

22

4
1

4














 

 الزاوية تقع في الربع الثاني 

)πiSinπ4(CosZ

πβ180β0180β





   

)
4

2Kππ
iSin

4

2Kππ
( Cos4Z 4

1
4

1 



   

 

i1Z

)
4

π
iSin

4

π
( Cos2Z

0K

1

4
1

1







 

i1Z

iSin135)135( Cos2

)
4

3π
iSin

4

3π
( Cos2Z

)
4

2ππ
iSin

4

2ππ
( Cos2Z

1K

2

4
1

2

4
1

2














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i1Z

iSin225)225( Cos2

)
4

5π
iSin

4

5π
( Cos2Z

)
4

4ππ
iSin

4

4ππ
( Cos2Z

2K

3

4
1

3

4
1

3















 

 

i1Z

)iSin315315( Cos2

)
4

6ππ
iSin

4

6ππ
( Cos2Z

3K

4

4
1

4













 

 

 تمارين تطبيقية :✍

  :القطبية برهن الإحداثياتباستعمال 

1)
2

i31
(

)j8( 1)j1(

3

7






 

 . جد الجذور لكل عدد مركب مع الرسم

 

4 14),3
1

1)(3),6
1

( 8)2),2
1

)( 2i)1  

 

 i31 جد الجذر الرابع للعدد

 

 

 8iللعدد  الثلاثةتكعيبية جد الجذور ال
 

 

)i27(كانت  إذا 1Z3     جد قيم Z  . 

 

 

32Z5 اوجد الجذرين الرابع والخامس للعدد المركب  
 

 

i3   إنبرهن 
) ) 45 sin i  45(4(Cos

)) 15 sin i15(2(Cos
3

7





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 مراجعة للدوال المثلثية / قوانين الاسس /تاللوغارتيما : 

     النسب المثلثيةTrigonometric  function    

 

 
 

 

 

 المقابل                

                                                                          --------ـ = جـــا ه
r

y
Sin    

 الوتر                  

 

 المجاور                

                                                                        ---------ــا هـ = جت
r

x
Cos  

 الوتر                  

r

x

r

y

Cos

Sin





tan 

 

 

 المقابل                

                                                                  ---------ظـــا هـ = 
x

y

x

r

r

y
 .tan                   

 المجاور                  

 

ــا هـ تظ               
y

x
Cot  .

tan

1


                                                                                

.ــا هـ تق               
1




Sin
Csc                                                                                         

.قــا هـ                
1




Cos
Sec                                                                                         
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xSiny     رسم دالة  

 
 

02

1
2

3

1800

111)
2

(

220)0(





















Sin

Sin

Sin

ySin

xSin

 

xCosy     رسم دالة  

 

  
 

12πCos

0
2

3π
Cos

1Cosπ

0)
2

π
Cos(

0)
2

π
Cos(

1)Cos(0













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xy     رسم دالة tan 

 
 

 

 

 الدوال المثلثية العكسية تفيد في حل المعادلات التفاضلية ولإيجاد قيم الزوايا 

 

 

                                              n ta ودالة Cosدالة  إلىوكذلك بالنسبة 

ySinarcx

ySinx

Sinxy

1







 
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 جدول لبعض الدوال الخاصة 

 
tanθ Cosθ Sinθ Θ θ 

1 1 1 °1 1 

3

1
 

2

3
 

2

1
 °03 

6


 

1 
2

1
 

2

1
 °54 

4


 

 1 1 °03 
2


 

1 1- 1 °083  

 1 1- °073 
2

3
 

1 1 1 °063 2 

3 
2

1
 

2

3
 °63 

3


 

 

 خواص  النسب المثلثيةfunction triangular Properties of  

 
 يمكن حساب النسب المثلثية من المثلث القائم الزاوية بتطبيق نظرية فيثاغورس  

 الآخرينمربع الوتر = مجموع مربع الضلعين 

 (8من شكل رقم )

.......( *)yxr 222  

 2r بالقسمة على

2

2

2

2

2

2

r

y

r

x

r

r
 

 

  

1).........(θSinθCos1 22  

                                                                                   122   SinCos 

 2xالمعادلة )*(بالقسمة على 

2

2

2

2

2

2

x

y

x

x

x

r
 

 

                                                                   2yبالقسمة على 

1θCscθCot 22  

ملاحظة   : المعادلات تحتاج هذه النسب في التفاضل والتكامل ) وخاصة في حل

 . الاعتيادية والجزئية التفاضلية 

 

)
r

y
()

r

x
(1

2

2

2

2



)........(2θtan1θSec)
x

y
(1)

x

r
( 2222 



 

  مها محسن  .المدرس                                  54                            

 قوانين ضعف الزاوية: 

θ)Sin( θSin2θ6)

θcosθ2SinθSin27),θSinθCosCos2θ5)

BSin.ASinBCos.ACosB)Cos(A4)

BSin.ASinBCos.ACosB)Cos(A3)

ACos.BSinBCos.ASinB)Sin(A2)

ACos.BSinBCos.ASinB)Sin(A1)

22













 

tanBtanA.1

tanBtanA
B)tan( A




 

 

θtan1

2tanθ
tan( 2θ

2
) 

 

 

الاسس  قوانين : 
 ( فأن 89اذا كان الاساس هو العدد )

n
m

n m

m . nnm

nm

n

m

nmnm

1010

1)( 10

10)( 10

nm10
( 10)

( 10)

10.( 10)( 10)















 

اللوغارتيمات : Log 

 اللوغارتيم : هو قيمة اس الاساس للعدد الاصلي 

29Log38Log

3928

32

23




 

ملاحظة  :. لايوجد لوغارتيم للعدد السالب 

    

xLogyرسم دالة       
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  ❆انواع اللوغارتيمات❆

 والطبيعي لاي عدد طبيعي . 89العشري ) الذي أساسه لعدد 

 .eلوغاريتم الاساس 

 

 : ◊قوانين اللوغاريتمات◊

0ni fxLog
n

1
)x(Log

xnLog)( xLog

yLogxLog( x/y)Log

yLogxLog( x.y)Log

A
n

A

A

n

A

AAA

AAA









 

 
 eلوغاريتم الاساس 

2.72.71828e

)
1

1
.....

3

1

2

1

1

1
( 1

)
n

1
( 1e

Lim

Lim

n

n

n











 

  (Ln)هي معكوس لدالة  eأي ان 
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 ☀والاشتقاق التفاضل☀ 

 . y يحدث في  xأي تغير يكون في  أنبحيث  (x,y)هي مجموعة إحداثيات النقاط الدالة:

 

 : Example✎                                                                  الدوال : أنواع⁂

2xy                                                                   الدوال الجبرية 2  

cosxSinxy                                                          الدوال المثلثية   

                                                                                الآسيةالدوال 
2xey  

2xLny                                                                الدوال اللوغارتمية   

x2                                                           الدوال المركبة  exSinxy  

تقاق (التفاضل )الاشThe Derivative:   

بالنسبة الى   yمعدل التغير لـ ( Limit )هي ميل المماس لمنحني الدالة أو هو غاية المشتقة :

 من الصفر   x∆رب قتعندما ت (x)المتغير 

 

 
 المشتقة : أيجاد

 حسب التعريف 

 حسب القوانين 

 

 يف المشتقة الأولى باستخدام التعر أيجادقانون 

 

x

xfxxf

x

y
xf LimitLimit

xx 











)()(
)()(

00

 المشتقة  

 

f( x)Δx)f( xΔy

f( x)y

Δx)f( xΔyy

f( x)y









 

 

x

xfxxf

x

y
x











)()(
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x

xfxxf

x

y
LimLim

xx 










)()(
)(

00

 

)()(
0

xf
x

y

dx

dy
y Lim

x









 

x

xfxxf
y Lim

x 






)()(

0

 

 

:(1)Example  ✎ 

xyجد المشتقة حسب التعريف للدالة    

1yxy                                                                 حسب القوانين               

Sol. :                                                                                                                   

                                               أجعل                                          

ΔxxΔx)f( x

xf( x)

f( x)y







 

 

x

xfxxf

dx

dy
Lim

x 






)()(

0

 

 

1
00











 x

x

x

xxx
LimLim

xx

 

 

1
dx

dy
 

2

2

2

Δx)(xΔx)f(x

xf(x)

2xyxy







 

 

xxx

x

xxx

x

xxxxx

x

xxx

dx

dy

Lim

Lim

Lim

Lim

x

x

x

x

22

)2(

)(.2

)(

0

0

222

0

22

0


























 

 

 ملاحظة:✯✯

)أو      yز للمشتقة بـ  مير x)f       أو
dx

dy
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:(2)Example  ✎ 

)xf                                لدالة بطريقة التعريف :                                المشتقة لجد  x) 

القانون:                                        
x

xfxxf
xf Lim

x 






)()(
)(

0

                    Sol.:   

         

xxfandxxxxf  )()( 

 : نعوض في القانون

x

xxx
xf Lim

x 






)(
)(

0

 

 : نضرب * مرافق البسط ينتج

 

xxx

xxx

x

xxx
xf Lim

x 








 )(

)(
*

)(
)(

0

 

)(
)(

0 xxxx

xxx
xf Lim

x 






 

x
xf

2

1
)(  

 

 تمارين تطبيقية ✍ 

 :Find the derivative by definition                        :   مشتقة الدالة بطريقة التعريف

                       

  

7x36) y

x25) y

8x4) y

5x3) y

22xx2) y

x

1
1) f( x)

2

2












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 ❁❁قوانين مشتقة الدوال الجبرية ❁❁

)0         ( مشتقة الثابت                                                                          1 c)
dx

d
1)  

C= constant        

 .  * أي ان مشتقة الثابت تساوي صفر

 

(3)Example : ✎ 

)y( x)f(0y0( 5)
dx

d
sol .

5y





 

2   )                                                                                                  1( x)
dx

d
2)  

 

                                                               دالة :           ( مشتقة ثابت *3 f( x)c
dx

d
3) 

 

(4)Example : ✎ 

6xysol .

3xy 2




 

 

1nn                                                      ( مشتقة دالة مرفوعة الى قوى   4 nx)( x
dx

d
4)  

 

(5)xample :E 
23 3xyxy  

 

                              ( مشتقة جمع او طرح دالتين :5  ( x)g( x)fg( x)f( x)
dx

d
5)   

 

(6)Example : ✎ 

44x( x)fysol .

54x2xf( x)y 2




 

             : مشتقة حاصل ضرب دالتين( 6  ( x)gf( x)g( x)( x)fg( x)f( x)
dx

d
6)  

 ول * الثاني + الأول * مشتقة الثاني أي ان مشتقة ضرب دالتين = مشتقة الا
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 (7 )Example : ✎ 

 جد المشتقة للمقدار التالي

                           مشتقة داخل القوس (   x–)مشتقة  

x

x
xx

dx

dy

xxxx
dx

dy

xxysol

xxy










42
4.2

1.)4(
2

1
.)4.(2

)4(.

4

2

2
1

22
1

2
1

2

2

 

 

   Division( مشتقة القسمة 7

 2g( x)

f( x)( x)gg( x)( x)f

g( x)

f( x)

dx

d
7)











 

لبسط * المقام مطروحاً منه مشتقة المقام * البسط على * أي ان مشتقة القسمة تساوي : مشتقة ا

 مربع المقام 

(8)Example : ✎ 

 جد مشتقة الدالة 

2

2

2

22

2

2

2

x

1x

x

1)x( 2x

x

1)( 1) ( x( 2x) .x
ysol .

x

1x
y













 

    ( x)gg( x)ng( x)
dx

d
8)

1nn


 

 أي ان مشتقة القوس يساوي مشتقة القوس * مشتقة داخل القوس 

 

(9)Example : ✎ 

 

243

324

34

2)( x12x

).( 4x2)3( x( x)fsol .

2)( xf( x)







 

 

ind the derivatives for the following functions:F(10)Example : ✎ 

 جد المشتقة للدوال التالية :

34xy

034x
dx

dy
ysol .

53xxy1)

3

3

4






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3

1

3

32

3

3

3

2
1

3

2








                                            

4

3

43
1

2
1

53
2

2
1

53
1

22
1

53 2

10x
x3

2

x

1
y

10xx
3

2
x

2

1
2y

2xx2xy

2x)( x2xysol .

2xxx2y2)













 

 

 

2

3

2

21

2

2

2

1
1

2

1

3

1

3

12

3

3

3

2
1

3

2















                                      

2 33

3

2
3

3
1

3

2
1

3

2

3

3 2

x

1

52

1

x3

32
y

x
2

1

5

1
x

3

2
3y

x
5

1
x3ysol .

5x

1
3xy3)













 

 

 

2 53 53

2

5

3

5

2

3

2

3

3

2

2

1

33 2

x

9

x3

4

x2

3
y

x
2

3
6x

3

2
2x

2

1
3y

x6x2x3ysol .

x

6

x

2

x

3
y4)
















 

 

تعجيل a:ال
dt

dv
a

3)8t( ( t
d t

ds

2t3)4( t
dt

ds
Vsol .

3)( ts5)

32

32

42









 

S          ،   المسافة =t     ،     الزمن =V     ،      السرعة =a التعجيل = 
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      مشتقة داخل القوس                                    

36xx

3x

3)6x( x3)2( x
2

1
y

6)( 2x3)6x( x
2

1

dx

dy

3)6x( xysol .

36xxy6)

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2


















   

 

 

 دالتين * مشتقة حاصل ضرب 

332322

232232

332

1)( 2x2x1)( 2x2)( x18xy

2x1)( 2x6x1)( 2x32)( x
dx

dy
sol .

1)2) ( 2x( xy7)







 

 

 

 مشتقة القسمة 

22

2

22

22

22

2

2

1)( 3t

218t6t
Z

1)( 3t

18t12t26t

1)( 3t

3)6t( 2t1)2( 3t
Zsol .

13t

32t
Z8)





















 

 

 

)2x( 4

)2x( 42x2x42x

dx

dy

)2x4(

4x)2x( 4
2

1
x2x2x4

dx

dy
sol .

2x4

x
y9)

2

2

1

232

22

2

1

222

2

2



















 

 

 : يمكن حل السؤال اعلاه بطريقة مشتقة حاصل ضرب دالتين :  ✮✮ملاحظة✮✮

 ترتيب المعادلة كالأتي :
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232

3

2

1

22

3

22

2

1

22

2x4

2x

)2x( 4

2x

2x)2x( 44x)2x( 4
2

1
x

dx

dy

)2x( 4xy















 

 

 

 hain Rule C҉مشتقة الدالة المركبة )قاعدة السلسلة ( ҉

                               اذا كانت                                      
2).........(x3xu

1).........(1uy

2

2




 

 (8نوجد مشتقة الاول )

(ثم نوجد المشتقة 2نوجد مشتقة الثاني )
dx

dy
 كالاتي:

 

                                         Chain Rule قاعدة سلسلة واحدة
dx

du

du

dy

dx

dy
 

 

)                                                      -مشتقة معادلة: 1)..........2u
du

dy
 

                                                                              ( 2)..........16x
dx

du
 

dx

du

du

dy

dx

dy
 

( 3)..........1)( 6x2u
dx

dy
y  

 : ( يتبع3( في معادلة )2من معادلة ) uنعوض عن قيمة 

  

 
 

2x18xx36

x9x18x2

x6x3x18x2

16xx)( 3x2y

23

23

223

2









 

dt

dy
Find;12tx

4xxy:i f2)

2

2





 

12t

2t4)12t( 2

dt

dy

2

2




                                   

42x
dx

dy
4xxy

dt

dx

dx

dy

dt

dy
sol .

2 


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2t1)4)(2t(2xy

t41)(2t
2

1
4)(2x

dt

dy

t41)(2t
2

1

dt

dx
1)(2tx

2

1

2

2

1

2

2

1

22

1

2













 

 

2222

22

3 2

2

2

1)( u

4u

1)( u

2u1)( u2u1)( u

du

dy

dx

du

du

dy

dx

dy
sol .

dx

dy
:Find

2xuand
1u

1u
y:3)

















 

 

3

2

2

22

22

3

2

2

3

1

23 2

2)x( x
3

2

1)( u

2u1)( u2u1)( u

dx

dy

2x2)( x
3

1

dx

du

2)( x2xu















 

 

3 2223 22

3 2

3 2222
2)(x

x
*

1)2)(x3(

2)(x8x

2)(x

x

1)(u

u

3

8










 

 

 

dx

dy
Find

2xxu

uuy4)

2

3





 

 

2)1) ( 2x2x)( 3( x

2)) ( 2x1( 3u
dx

du

du

dy

dx

dy

22x
dx

du
and13u

du

dy
sol .

22

2

2






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                                                                    :          تمارين تطبيقية ✍ 
dx

dy
:Find 

 

12sol  :         Ans1 x,ux,)u( 17) y

22x
dx

du
13u

du

dy

2xxuuu6) y

)
1x

1x
(5) y

uxand
1u

1u
4) y

x13) y

22xx1)( x2) y

x2x1) y

232

2

23

4

2

3

2
























 

 الدالة الضمنيةمشتقة : 

 او ' yتكون مضروبة بـ  yهي مشتقة كل متغير ، وكل مشتقة بالنسبة لـ 
dx

dy
 

 

dx

dy
Find :   :(1)Example ✎ 

 تفيد في حل المعادلات التفاضلية 

)x( 2xy

2xy)( y
y

2xy)( yy)x( 2xy

02xy)( yy)x( 2xy

02xyyx1yy2yxsol .

1yxxy1)

2

2

22

22

22

22













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)y(,
dx

dy
:Find (2)Example :  ✎ 

 

2y)2xy( x

2x)2xy( y
y

2x2xyyy2y)2xy( x

0y2y.2xyy2xy2xyyx

0y2y.2x1)yy2y( x2xyyxsol .

0yxxyyx2)

2

2

22

22

22

2222














 

 

y,y:Find (3)Example :  ✎ 

 

2

22

x)( 2y

1)y( 2y)2x()y2(x)( 2y
y

x2y

y2x
y

0y)( 2xx)( 2yy

0y2y1)yy( x2xsol .

3yxyx3)

















 

            (H.W): تمارين تطبيقية✍  

                                       
5 xl n x

2

23

12

2323

2

e2lny210)

x

1
xSin

2

1
yCosxytan9)

xtan
y

1

x2Sin

X
yCos8)

6xyxSinCosy7)

lnxy
2lny

e6) y

4y2x2y4x4y25) x

1xyy3x2x34) y

02x3y3x2y2x3) xy

52y5xy2y22) x

y,y:Find2y3x31) xy






















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 :      ❆مشتقة الدوال المثلثية ❆

  xالى   دالة   قابلة  للاشتقاق  بالنسبة   uلتكن 

(                                      x بالنسبة الى  uمشتقة الزاوية 
dx

du
(uCos

dx

u)d( Sin
1)      

 

          
dx

du
uSin

dx

u)d( Cos
2)  

 

)
dx

du
(uSec

dx

u)d( tan
3) 2  

 

)
dx

du
(uCsc

dx

u)d( Cot
4) 2  

 

)
dx

du
(utanuSec

dx

u)d( Sec
5)  

 

)
dx

du
(uCotuCsc

dx

u)d( Csc
6)  

Example :(1) ✎ 

( 3x)3Cos

( 3x) .3Cosy

( 3x)Siny







 

Example :(2) ✎ 

x) )( 4x( Cos1)( 8x

1)x) .( 8x( 4xCos

x)( 4xSiny

2

2

2







 

Example :(3) ✎ 

)xSin(
x2

1

x
2

1
)x(Sin

)x(Cosy

2
1








 

Example :(4) ✎ 

                                              تقة قوس                       مش

1xSinx)( Cos
3

1
y

x)( Cosy

xCosy

3
2

3
1

3








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Example :(5) ✎ 

)( xSec2x

) .2x( xSec

)tan( xy

22

22

2







 

 

Example :(6) ✎ 

)4x(Sec
)4x(

x

2x4)( x
2

1
)4)( ( xSecy

)4)tan( ( xy

)4xtan(y

22

2

2
1

22
1

22

2
1

2

2












 

Example :(7) ✎ 

)xtan(x4

)x(Sec

x
2

1
)( x)Sec)( tan( x)

2

1
y

)( tan( x)y

x)tan(y

2

2
1

2
1

22
1

2
1

2
1

2
1










 

Example :(8) ✎ 

5x)( xCsc5)( 2x

5)( 2x5x)( xCsc

5x)( xCoty

22

22

2







 

Example :(9) ✎ 

3 22

3 22

3
1

2

3 2

1)5x( x3

1)5xx(Csc5)( 2x(

)1)5x( x(Coty

1)5xx(Coty










 

Example :(10) ✎ 

)tan( x)Sec( x3x

3x)tan( x)Sec( x

)Sec( xy

332

233

3






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Example :(11) ✎ 

)xtan()xSec(
2

x3

)( x
2

3
)tan( x)Sec( xy

)Sec( x

)xSec(y

33

2
1

2
3

2
3

2
3

3









 

Example :(12) ✎ 

)Cot( 2x)Csc( 2x10x

10x)Cot( 2x)Csc( 2xy

)Csc( 2xy

554

455

5







 

Example :(13) ✎ 

3x)Sin3x3( Cos

33xSin33xCos

3xCos3xSiny







 

Example :(14) ✎ 

2xxSin1xCosx

xSinxy

2

2





 

Example :(15) ✎ 

                              متشقة داخل الزاوية

x)( 3xSecx)tan( 3x2)( 12x

1)( 6xx)( 3xSecx)2tan( 3xy

x)( 3xtany

222

222

22







 

            لدالة هي دالة ضمنية                   ا

)(16Example : ✎ 

 

y) )Cos( x( 1

y)Cos( x
y

y)Cos( xy)Cos( xyy

y)Cos( xyy)Cos( xy

)y( 1y)Cos( xy

y)Sin( xy













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22

2

2

y)( Cos

)
yCos

xSin
y.(x.SinSinxy.CosCos

dx

yd

y)( Cos

yy.Sinx.SinxCosy.Cos
y

yCos

xSin

dx

dy

yCos

xSin
y

xSinyCosy

0x.1Sinyy.Cos

y,yFind1xCosySini f





















 

 

__________________________________________________________ 

 

0x2SinxCosx2CosxSinx2Sinx2SinxCosx2CosxSin

x2SinxCosy

0Sumx2CosxSiny

x2SinxCosy

0x.1Sinyy.Cos

0y
dx

dy

dx

yd

dx

yd

0yyyyProve

x2CosxSinyif

2

2

3

3

















 

 

 

  ❊الدوال المثلثية العكسية❊

                                                                            اذا كانت  

xSinyOr

xSinarcythen

y  Sinx

1





 

 وكذلك بالنسبة الى 

xCosy

xCosarcy

1


 

 

 

 : ❂قواعد الاشتقاق❂
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dx

du
.

u1

1

dx

u)( Sind
1)

2

1






 

 

dx

du
.

u1

1

dx

u)( Cosd
2)

2

1








 

 

dx

du
.

u1

1

dx

u)( tand
3)

2

1






 

 

dx

du
.

u1

1

dx

u)( Cotd
4)

2

1








 

 

dx

du
.

1uu

1

dx

u)( Secd
5)

2

1






 

 

dx

du
.

1uu

1

dx

u)( Cscd
6)

2

1








 

 هذه الاشتقاقات تفيد في طرق التكامل وخاصة بطريقة التعويض عجمي

ySinuويمكن برهنتها من خلال   

 من نظرية فيثاغورس 

                              

dx

du
.

u1

1

dx

dy

1

u1
yCos

dx

du
.

yCos

1

dx

dy

dx

dy
.yCos

dx

du

ySinu

1

u
ySin

u sin   ]y   u  [sin

2

2

-1



















 

Example :(1) ✎ 

.1
x1

1
y

xSiny

2

1




 
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Example :(2) ✎ 

2

2

1

4x1

2

.2
( 2x)1

1
y

( 2x)Cosy











 

 

Example :(3) ✎ 

 

22

1

9x1

3
.3

( 3x)1

1
y

( 3x)tany







 

 

 

Example :(4) ✎ 

 

.5
( 5x)1

1
y

( 5x)Coty

2

1






 

 

 

Example :(5) ✎ 

116xx

1
.4

1( 4x)4x

1
y

( 4x)Secy

22

1







 

 

 

Example :(6) ✎ 

)116x(x

1
4

)1( 4x)(4x

1

( 4x)Cscy

22

1











 

 

 Example :(7) ✎ 

.2x
x1

1
y

xCosy

)Cos( xarcy

4

21

2










 

 

     Logاشتقاق  دالة  -4
                                

1                                                                   

 '(Log)  * ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  مشتقة الدالة                          صيغة القانون      
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 * الدالة Lnالأساس                          

 

Example: ✎ 

Ln7x.

3

Ln7.x

3x
3x

Ln7.x

1
y

  x Logy1

3

2
2

3

3

7





 

 

2xxSec
Ln5.xtan

1
y

  xtan Logy2

22

2

2

5





 

 

Ln8x

4

Ln8x

4x
4x

Ln8x

1
y

 xLogy3

4

3
3

4

4

8











 

 

x

7

.1x

7x
7x

Ln10.x

1
y

Logy4

7

6
6

7

7
 X

1 0





  

  

 

Ln2x

8

Ln2x

8x
.8x

Ln2x

1
y

 XLogy5

8

7
7

8

8

2











 

 

x

1
.1

Lnex.

1
y

Logy6  X  
e





 

 

 : ❈مشتقة الدوال اللوغارتمية والأسية❈

dx

du
.

u

1
u)( Ln

dx

d
1)  
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dx

du
.e)( e

dx

d
2) uu  

dx

du
.a.Lna)( a

dx

d
3) uu  

_____________________________________________________________________

Example :(1) ✎ 

2

2

2

x

x

x

33.Ln2x

.2x3Ln3y

3y







 

Example :(2) ✎ 

).( 3x4Ln.4y

4y

2x

x

3

3




 

Example :(3) ✎ 

x.Sec4.Ln4y

4y

2xt a n

xt a n




 

Example :(4) ✎ 

.2x
1)( x

1
y

1)( xLny

2

2






 

Example :(5) ✎ 

2
1

x
2

1
.x.tanx.Sec

xSec

1
y

)x( SecLny






 

le :(6)Examp ✎ 

.2xey

ey
2

2

x

x




 

Example :(7) ✎ 
 

2

2

2

2

xx.LnSinxCos
x

2

LnX.xSin
x

2x*1
.xCosy

x.LnxCosy







 

                                                                                                 Example :(8)✎     
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x.Secey

ey

2xt a n

xt a n




 

Example :(9) ✎ 

3

3

3

x2

2x

x

.e.x21

3x..e7y

7ey







 

_mple :(10)Exa ✎ 

0.2xLn11

1ey
2

22

x

xxL n




 

Example :(11) ✎ 

4x

x

5x7.Ln.7

7y
5

5




 

Example :(12) ✎ 

2x.
x

1
.e2x.e.xLn

.exLny

2

xx2

x2

22

2




 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

                ☯    Hyparabollarمعادلة القطع الناقص ☯
2

ee
hxSin

xx 
 

2

ee
hxCos

xx 
 

1xhSinxhCos 22  

 

xhCos
dx

x)hd( Sin
1)  

 

xhSin
dx

x)hd( Cos
2)  

 

xhSec
dx

x)hd( tan
3) 2 

 

xhCsc
dx

x)hd( Cot
4) 2 

 

xhtanxhSec
dx

x)hd( Sec
5)  
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xhCotxhCsc
dx

x)hd( Csc
6)  

 ية وحلولها في المراحل المتقدمة. تفيد هذه الاشتقاقات في حل المعادلات التفاضل
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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 -تمارين تطبيقية :
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طبيقات التفاضلت /  رسم الدوال 
yXf )(   ي دالة خطية  وه 

xxf( لرسم الدالة 8   2)(    وهي دالة خطية 

  yلاستخراج قيم المتغير  xنعطي قيم الى 
                                        xxf 2)(     

                                          xy 2  

xyفي الدالة      التعويض يكون 2 

      لاستخراج النقاط حسب الجدول
             

         

02

0

2







ylet

y

 

 نقاط انقلاب للدالة لانها دالة خطية  دلا توج

 

Example(1) : ✎ 

                   أرسم الدالة                                            
2

2

xySol .

xf( x)




 

 لإيجاد نقاط الانقلاب ) النهايات العظمى والصغرى للمشتقة (

                                   

0y0x

2x0

0( x)fle t

2x( x)f

xf( x)y 2











 

 (نقطة انقلاب مرشحة 9،9)

 (9،9النقطة المرشحة )

)(xf  تكون نهاية عظمى  –الى 

)(xf  الى + تكون نهاية صغرى 

0xx* لاتوجد نهاية عظمى او صغرى عندما    اذا لم تتغير اشارتها 

 (9،9الدالة نهاية نهاية صغرى عند )  

 

 

 

 

 

 

Y X 

1 1 

2 1 

4 2 

4- 2- 

6 3 

6- 3- 
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           Example(2) : 

 

 

 

0x

0y

02y

0( y)fle t

2y( y)f

1/4p                                  yf( y)

y 4p X                                        yx

2

22















 

                  (9،9هي النقطة المرشحة )

 نعوض في المشتقة 

Example(3) : ✎ 

                                  

0
x

1

0( x)fle t

x

1
( x)f

x

1
f( x)

x

1
y

2

2











 

( ) تكون جميع القيم موجبة ماعدا الصفر يجعل الدالة غير معرفة (x)عن التعويض عن قيم *

  أعلاه.نعمل جدول بالقيم ويكون الرسم بالشكل 

y x 

1 1 

1 1 

1 1- 

4 2 

4 2- 

y x 

1 1 

1 1 

1- 1 

2 4 

2- 4 
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Example(4) : ✎ 

1( x)f

0x0|

0xx|f( x)

0xx|

xf( x)











                         

(0,0د )الدالة تعاني من حالة أنكسار عن الدالة زاوية حادة أي لاتحتوي على نقاط انقلاب  

 ثم نرسم الدالة (x,y)* نعمل جدول لاستخراج قيم 

Example(5) : ✎ 

xSiny                                                   رسم الدوال المثلثية   





221

11)(

180







xy

yxSinxf

xSiny

 
20 * اذا تحققت :  x 

Sinxy*نستخرج قيم  من الجدول او الحاسبة بحيث ان : 

1
2

3πSin

0πSin

00Sin

1
2

πSin








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Example(6) : ✎ 
xCosy  

        

1y1

2πx0

Cosf( x)

xCosy









     

                 

 
 

xCosyبنفس الطريقة نستخرج قيم * : كالتالي  

                      

12πCos(

12πCos

1π)(Cos

1πCos

0)
2

πCos(

0
2

πCos

10Cos















 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  مها محسن  .المدرس                                  82                            

 تمارين تطبيقية:✍

 :أوجد تفاضل )اشتقاق( الدوال التالية 

)5xCoth(20) y

)Sech( 7x19) y

118) y

10017) y

1016) y

6)Ln( 5x15) y

x)Ln( 414) y

1)Ln( x13) y

e12) y

e11) y

e10) y

)x1(Csc9) y

)x( 1Cot8) y

)x
3

5
Sec(arc7) y

)
2x

1x
(tan6) y

1)Cos( xarc5) y

)Sin( 5xarc4) y

yFindxtanxSec3) y

y,yFind5xSecy2) tan

y)Sin( xy1)

3 2

3

2 )( x

x

x

3
1

2

2

3

xS i n

1 )( x

x2

31

231

5

1

1

22

3

( 5 )2

2

3

5

7

3

32






















































 

20lnx
20xe

20x8y22)

x
8

Log

 

6x

100
Log

7x

100
Log21) y




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 تمارين تطبيقية:✍

Q1: Find the derivatives of the following function using the definition 

 حسب التعريف  أوجد المشتقة 

x6) y

3x5) y

4x10) y1x4) y

7x9) yx3) y

x8) y
5x

3
2) y

5x7) yxx1) y

3

2

2

3

22













 

 

Q2: Find the derivatives of the following function using the Rule derivatives  

2

2

2
3

2
7

623

5

2
3

23

4

23

4523

3224

2

22

2

9

2

2

2

2
3

x

1)( x
14) y

2xx

1)( x
26) yxx13) y

x

3x
25) y3x12) y

x)63x( 2x24) yc
b

x
2ax11) y

1x

x
23) y

5

1xx
10) y

x

3)2) ( x( x
22) yx

ba

x

ba

x
9) y

3)( x2)( x21) yx6x8) y

1)( xx20) y63xx7) y

1xx19) yxSin5) y

x
2

x

3

x
18) y

x

1
4) y

x

ax
17) yx3) y

xx316) y
x

1
2) y

n

x

x

n

m

x
15) yx1) y














































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 تمارين خاصة حول حلول التفاضل ✍

 

2

3

2 x

x

22

4

xCs c444

xCo t23

22

2
3

3

32

32

32

4

52

t1

t
45) y

xa

xa
44) y

1e

e1
62) y

xb

2x
43) y

.ex61) yxx.tanSec42) y

e60) yx2Sinx.ySin41) y

Ln( Lnx)59) yxtanxCec40) y

)x1Ln( x58) y
2

xtan
39) y

xLn57) y
2

Cscx1
38) y

xxLn56) yxCot237) y

5)2xLn( x55) yxSecxxCot36) y

b)Ln( ax54) y1)tan( 5x35) y

)
2

x
tan( 45Ln53) yxSinx34) y

Sinx1

Sinx1
Ln52) y4)Cos( 3x33) y

xSec

1xtan
51) y1)Sin( x32) y

x

)
2

x
Cot()

2

x
tan(

50) y3xtan31) y

)
3

x
(aSin49) y5xSec30) y

tt.CosSin48) y1xx29) y

b)tan( ax47) y)
1x

1x
(28) y

3xCosx2Sin46) y2x)( x2)( x27) y




























































 
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 : ❀تطبيقات حول المشتقة❀

S المسافة التي يقطعها جسم معين في زمن معين =t . 

V السرعة =(S')  

a  التعجيل =(S'')  

Example(1) : ✎ 

2tt    نثانيتيجسم يسير وفق المعادلة التالية جد السرعة والتعجيل بعد مرور 
3

1
S 3  

2tS

2.3t
3

1
SSol .

2

2




 

 

2tS

m /sec22( 2)V( 2)

2tV( t)

2

2







 السرعة    

2m /sec 42( 2)a( 2)

2ta( t)




 التعجيل    

Example(2) : ✎ 

49t6ttSيم وفق المعادلة التالية   جسم يسير بخط مستق 23  

      t=0جد السرعة والتعجيل عندما 

912t3tSSol. 2  

 

9V( 0)

912t3tV( t) 3




 السرعة    

                                                                           126tS  
 

12a( 0)

126ta( t)




 التعجيل    

Example(3) : ✎ 

1tSجد السرعة والتعجيل لجسم يتحرك  وفق المعادلة التالية   :                                 5  

 t=5و     t=2عندما 
45tSSol.  

                                                           

m /sec  5( 625)5( 5)V( 5)

5( 16)5( 2)V( 2)

5tV( t)

4

4

5







 

                                                                           320tS  

                                                    
24

3

3

m /sec  ( 125)20( 5)20a( 5)

( 8)20( 2)20a( 2)

t20a( t)






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                                                                                                    Example(4) :     

64ttS                  جد السرعة والتعجيل لجسم يتحرك  وفق المعادلة التالية  3  

 ، ومتى يمكن ان  تكون السرعة متزايدة    t=0عندما 

43tSSol. 2  

                                                                      
4V( 0)

43tV( t) 2




 

                                                                           3x2tS  

                                                                             
0a( 0)

t6a( t)




 

   V=0تكون السرعة متزايدة  اجعل 

0

4
3

4
3

4)
3

4
3()

3

4
v(

43tv( t)

3

4
tlet

3

4
t043t

2

2

2

2











 

 لا  تكون السرعة متناقصة وليست متزايدة . الجسم مستقر السرعة = صفر  

 :❦❦ Integrationالتكامل ❦❦

 محدد .ال(  التكامل غير 1

 (  التكامل المحدد .2

هي مشتقتها فأن المضاد   f '(x) إنبحيث  (a,b)من الفترة دالة قابلة للاشتقاق ض f(x)كانت  أذا

         .لها يسمى التكامل ويرمز له   CxFdxxf )()(،C    يسمى ثابت التكامل 

  




















dxvdxudxv)( u4)

   c
1n

x
dx  x3)

c
2

x
dxx2)

cxdx1)

1n
n

2

 

 التكامل توزيعي على الجمع والطرح     

                                     

dx

du
a..Lna)( a

dx

d
*

c
aLn

a
dua7)

cedue6)

cuLndu
u

1
5)

uu

u
u

uu














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-Find Integration :Example : ✎ 

c
1

x
dxxdx

x

1
3)

c
6

x
3.dx3x2)

c
3

x
dxx1)

1
2

2

6
5

3
2



















 

c3x
2

x
5

3

x
2

dx3dxx5dxx2

dx3dx5xdx2x

dx3)5x( 2x5)

c4/3   x3/4            

3

4

3

3

3

1
1

3

1
                                      c

3
4

x
dxxdxx4)

23

2

2

2

3
4

3
1

3













  

 



 

 

 

C

2
5

x
3

2
3

x
2

dxx3dxx2

dx)x3xx( 26)

2
5

2
3

2
3

2
1











 

 تتوفر مشتقة داخل القوس ( إنتكامل دالة داخل القوس )يجب 

c
6

2)( 3x
.

3

1

.3dx2)( 3x
3

1

dx2)( 3x
3

3

dx2)( 3x7)

6

5

5

5


















 










dx.x1)( x
3

3

dx
1x

x
8)

22
1

3

3

2

 

 (23xمشتقة داخل القوس (
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c

2
1

1)( x
.

3

1

dx.3x1)( x
3

1

2
1

3

22
1

3






 


 

 

 



dx.x

2)( x 

1
8

.2)( x 

dx8x
9) 2

3333

2

 

 (23xمشتقة داخل القوس=)

                                                                                 

C
2

2)( x 
(

3

8

dx.3x2)( x
3

8

23

233














  

 

C
1

4x
5x

2

x

dx4x5.dxxdx

) dx
x

4

x

5x

x

x
(

.dx
. x

4)5x( x
10)

12

2

22

2

2

3

2

23
















 





 

1624S9S4)( 3Sor
3

4)( 3S

3

1

dS.34)( 3S
3

1
dS4)( 3S

3

3

dS4)( 3S11)

22
3

22

2














 

 ثم توزيع التكامل 

 

  dx1)( x12) 42 

 وهي غير متوفرة لذلك يجب ان يحلل القوس  2xمشتقة داخل القوس =

cx
3

4x

5

6x

7

4x

9

x

dx1)4x6x4xx(

14x6x4xx

12xx2x4x2xx2xx

1)2x1) ( x2x( x

1)( x1)( x

3579

2468

2468

24246468

2424

2222














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C12xLn
2

1
.2dx

1)( 2x

1

2

1

dx
1)( 2x

1

2

2
dx

1)( 2x

1
14)

cxLndx
x

1
13)



















 

 

C2x1Ln
6

1

dx6x.
)2x( 1

1

6

1
dx

)2x( 1

x

6

6

dx
)2x( 1

x
15)

3

2

33

2

3

2





















 

 

CSin( x)Ln

dxx.Cos
xSin

1
dx

xSin

xCos
16)



 
 

 

CxCosLndxSinx.
xCos

1
1

dx.
xCos

xSin
dxtanx17)







 
 

Ce
6

1
dx.6xe

6

1

xdxe
6

6
.xdxe19)

Cedxe18)

22

22

3 x3 x

3 x3 x

xx









 



 

 

C/Lnaa
2

1
.2dxa

2

1

dxa
2

2
dxa21)

Cedx.xe1

dx.xedx.
x

e
20)

2 x2 x

2 x2 x

x2x

2x

2

x
1

1

1











 



 








 

 

C
Ln8

.8

6

1
dx.6x8

6

1

dx.x8
6

6
dx.x822)

2

2

22

3 x
3 x

3 x3 x








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C
Ln7

.7

5

1
dx.5x7

5

1

dx.x7
5

5
dx.x723)

5

5

55

x
4x

4x4x








 

 

 

C
Ln8

8

dx.x824)

2
1

2
1

2 x

2
1

x2






 

 

 

C10

C
10Ln

10
dxx.Sec1025)

t a n x

t a n x
2t a n x



 

 

 ❤❤تكامل الدوال المثلثية ❤❤

























cxCscx.dxx.CotCsc6)

cxSecx.dxx.tanSec5)

cxCotx.dxCsc4)

cxtanx.dxSec3)

cxSinx.dxCos2)

cxCosx.dxSin1)

2

2

 

 دائما ً. ةالزاويتتوفر مشتقة داخل  إن*ويجب 
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-Find Integration :Example : ✎ 

cxCsc.
3

1

dx3xx.CotxCsc
3

1

dxx.CotxCscx
3

3

dx)( x) .CotCsc( xx7)

cxCot
2

1
cxCot.

2

1

.2xdxxCsc
2

1

.xdxxCsc
2

2
.dxxxCsc6)

c)tan( 3x
9

1

dx.9x)( 3xSec
9

1

dx.x)( 3xSec
9

9
) dx( 3xSecx5)

c5x.Sec
5

1
.5dx5x5x.tanSec

5

1

5x5x.tanSec
5

5
dx5x5x.Sectan4)

c
3

x)( Sin

x.dx.Cosx)( Sin

dxxx.CosSin3)

cxSin
3

1
dx.3xxCos

3

1

dx.xxCos
3

3
.dxx.Cosx2)

c5xCos
5

1
5x.5dxSin

5
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 : أحسب التكامل من الشكل التالي -4
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 : أحسب التكامل من الشكل التالي -6
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 : أحسب التكامل من الشكل التالي -8
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 : ❅❅طرق التكامل❅❅
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7
2)( x

7x

dx
2)( x

1

2)( x

7x

3

1
1xLn

3
4

2

222
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























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 : ☻☻حل المعادلات التفاضلية☻☻

 *  طريقة فصل المتغيرات 

أي انه  dxمع  xوكل حدود  dyمع  yكن حل المعادلة التفاضلية في حالة امكانية جمع كل حدود يم

 اذا كتبت المعادلة:

 
0g( x) .dxf( y) .dy  

)cg                                                              فان الحل العام x) .dxf( y) .dy   

 

Example (1): ✎ 

 

cx
2

1

x

1
y

dxx)
x

1
(dy

x
x

1

dx

dy

2

2

2







  

Example (2): ✎ 

 

 

23 / 2

3 / 2

2
3

2
1

2
1

2
1

2
1

2c)x
3

1
(y

2cx
3

1
y

cx
3

2y2

dx.( x)
( y)

dy

dx( xy)dy

0y,0x( xy)
dx

dy













 
 

Example (3): ✎ 

 

c
x

80

3

80
y

c
x

4x
3

4
y

20

1

dx) .4x( 4x
20y

dy

0y,0x)4x( 4x20y
dx

dy

3

22

2

222













 



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 )(4 :Example          

c1)( 2x
8

1y

dx.21)( 2x
2

1
dy

dx.1)( 2xdy

1)( 2x
dx

dy

4

3

3

3









 


 

(5) :Example ✎ 

cx

1
y

cx
y

1

2x.dx
y

dy

2xy
dx

dy

2

2

2

2













 

 : حل المعادلات التفاضلية الخاضعة للشروط المنصوص عليها

(6) :Example    

1x2

2
1y

1x2

2
1y

1x2

2
y1

2

1
x

1
y1

2

1
x

y1

1

2

1
cc0

11

1

2

2

2

2

2


































 

 
 

 

 

 

 

 

 

cx

y1
2

1

1
.

2

1

dxdx)y2y( 1.
2

1

dxdy)y( 1y

dx
)y( 1

dyy

1y,0x
y

)y( 1

dx
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2

2
3

2

2
3

2

2
3

2

32























 




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                                                                                                     )(7 :Example  

3

10
)x( 1

3

1
y

3

10
c

c0)( 1
3

1
3

c)x( 1
3

1
y

) .2xdxx( 1
2

1
dy

.dxx1xdy

3y,0xx1x
dx

dy

32

3

2
3

2

2

2

2
















 



 

 ampleEx:8)(                                                            جد الحل العام للمعادلة التفاضلية :
0x,0y( 1,10)  

 

 

 الحل العام 

1

c

c

c

x.ey

x.ey

).exln(yln

lnelnxlny

01
x

y
Ln1c

Ln10c

1

10
Lnc

x

y
Lnc

0c
x

y
Ln

0cLnxLny

0
x

dx

y

dy

0
x

dx

y

dy

0xdydxy



























 
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                 :10)  (ampleEx                                                               9)(:Example 

 

)
5

1
e

5

1
ln(y

)
5

1
e

5

1
ln(ylne

)
5

1
e

5

1
ln(lne

5
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e
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1
e

5

1
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1ece
5

1
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5

1
e

.5dxe
5

1
dye

dxe
e

dy

.ee
dx

dy

( 0,0)e
dx
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5 x

5 x

5 xy

5 xy

000

5 xy

5 xy

5 x

y

y5 x

y5 x























 









 

 

 

 تمارين تطبيقية :✍

جد الحل العام للمعادلة التفاضلية عند النقطة 

 معينة:ال
 

 

2

22
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
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( 0,5)02yx
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( 1,2)01) dyy( xdx3) x

( 0,1)0dyedxy2) x
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x3 2

















 
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dxxdyy
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dx
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( 1,1)0
y

dx
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 ☬ Methods in integration    Numericalالطرق العددية في التكامل ☬

 
 :  Rule of trapezoidalقاعدة شبه المنحرف  -1

من الفترات  nتجزئ الفترة الى  [  a,b]  دالة غير سالبة وقابلة للتكامل ضمن الفترة  f(x)لتكن 

 من الشرائح . nم الى بتجزئة منتظمة ونحدد الإحداثيات الصادية وبذلك تقس

  

 i عداد = 
 

 

 الارتفاع xالمساحة = العرض 

 العرض  x= المعدل بين الطولين              











2

y
..............yy

2

y
hA n

21
0 

n  يمكن ان يكون عدد فردي 

 

بطريقة شبه المنحرف  x=0 , x=1لتقريبية للتكامل المحصور بين ( إحسب القيمة ا8مثال )☜

 .  n=5على اعتبار 

    0.7823.910.23.160.750.2

3.16
2

1.5
0.2

2

0.5
0.610.730.860.96

2

1
0.2

2

y
yyyy

2

y
hdx

)x( 1

1
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0.2
5
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h

dx
)x( 1
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















































F(x) Y X 

1 

0.96 

0.86 

0.73 

0.61 
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Y0 

Y1 

Y2 

Y3 

Y4 

Y5 
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0.2 
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



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






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

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(إحسب قيمة التكامل بطريقة شبه المنحرف ثم احسب قيمة التكامل بالطريقة الحقيقية 2مثال )☜

 .  n=5على اعتبار  

0.34

2

1
0.640.360.160.0400.2dxxA

0.2
5

01

n

ab
h

0.333334
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
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
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












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





 

 .  n=5( إحسب قيمة التكامل بالطريقة الحقيقية ثم بطريقة شبه المنحرف وافرض ان  3مثال )☜

 

0.694A

2

0.5
0.560.620.710.83

2

1
0.2A
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5
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
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
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



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 



 

 .  n=4(إحسب قيمة التكامل  بطريقة شبه المنحرف بأخذ   4مثال )☜

F(x) Y X 

1 

0.04 

0.16 

0.36 

0.64 

1 

Y0 

Y1 

Y2 

Y3 

Y4 

Y5 
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1 

F(x) Y X 

1 

0.83 

0.71 

0.62 

0.56 
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F(x) Y X 
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  2.972750.183950.93990.50.25A

2

0.3679
0.57010.77880.9399

2

1
0.25A

0.25
4
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h

dxe
1
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x2





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
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






 

 .  n=5إحسب التكامل  بطريقة شبه المنحرف افرض    (5مثال)☜

  12.01091.1185.65692.236

2

5
3825
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5
838501A
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dxx9
2

3

2


































 

 

    (6مثال)☜ 

2
1

0

21 x

dx
  n=5افرض   
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F(x) Y X 
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طريقة سمسون  Simpson's  Rule     
في هذه الطريقة يجب ان تكون التقسيمات بعدد زوجي .......4,6,8,10..   

 n43210

b

a

y........2y4y2y4yy
3

h
f( x) dx

n

ba
h

2mn










 

 n=4باستخدام طريقة سمسون أحسب قيمة التكامل وافرض  (8مثال )☜

  

2
1

0

2x1

dx
               

                                                                                                                                  

0.4637
3

4
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
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




















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 .                         n=4طريقة سمسون ( استخدام 2مثال )☜
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1

4
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dxx
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 .                         n=4استخدام طريقة سمسون  (3مثال )☜

 

uintSq.0.693

0.50.5740.06620.841
3

0.25
A

0.25
4

12
h

dx
x

1
1

0




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



 

 

 

       (.                   n=6استخدام طريقة سمسون ) (4مثال )☜

 

 

 17.386A

14.42225.6568125.656814.4222
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1
A
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 -تمارين تطبيقية :✍ 








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
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0.8 
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 Sequences and Series)(.ياتالمتسلسلات والمتوال

( مجموعة الاعداد الصحيحة الموجبة فاذا Z+هي دالة مجالها)  المتواليات:

فأنها متوالية غير منتهية .اما اذا كان }5,4,3,2,1..........,{كان مجالها 

فأنها متوالية منتهية اما المجال }51,,,,,,,,,5,4,3,2,1{مجالها من النوع 

 } na {مجموعة الاعداد الحقيقية .ويرمز لها بالرمز  Rالمقابل للدالة فهو 

 } nU {او

{ an }={a1,a2,a3,a4,……….} 

a1=at     n=1 

a2=at     n=2 

 a3=at     n=3 

 . 

 . 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

: وهي المتتابعة التي يكون فيها ناتج طرح كل حد من سابيةالمتتابعة الح

 .dالذي يليه يساوي عدد ثابت ويسمى 

     n                                                                                                                            U -n+1d=U 

                                                                      =a                        1a  

 a2=a+d  

=(a+d)+d=a+2d                                                                     3a  

  a4=( a+2d)+d=a+3d 

  an=a+(n-1)d                    
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 nيستخدم لإيجاد عدد الحدود المجهولة 

 يسمى الاساس.dالعدد الثابت 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 2n n=a                                  1+اكتب المتوالية العددية التالية: 5مثال

}                                                                 41......,,,,,,,51 n={ 

+1=2                                                                                 2=11a 

+1=5                                                                                 2=22a 

                                                                 +1=10             2=33a 

:                                                                                                  

+1=401                                                                         2=2020a 

҉{ an }={2,5,10,………………410}                                                

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 اكتب المتوالية العددية التالية حيث ان : 4مثال 

 

{ Un }=  

=1                                                                                 2=1/11U 

=2+1=3                                                                                  2U 

                                                                                                                         =1/921/33=U 

=4+1=5                                                                                  4U 
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=1/25                                                                          2=1/55U 

                                                                      =6+1=7           6U 

  3  ,  1/9  ,  5  ,  1/25  ,   7   },  1  ={} nU { 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

لعاشر من المتتابعة الحسابية التي حدها الاول يساوي            جد الحد ا:3مثال 

 .  3واساسها يساوي  3

a=3 

d=3 

a10=a+9d 

a10=3+9*3=30 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

.او اكتب قيمة الحدود -3واساسها ,حدها الاول اكتب المتتابعة التي :2مثال 

                                                           a=7 الستة الاولى فقط.

d=-3 

a1=7 

a2=a1+d=7-3=4 

a3=a1+2d=7+2(-3)=1 

a4=a1+3d=7+3(-3)=-2 

a5=a1+4d=7+4(-3)=-5 

a6=a1+5d=7+5(-3)=-8 
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{an}={7,4,1,-2,-5,-8,………….} 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

أوجد الحدود   - 3وحدها السابع   ,متتابعة حسابية حدها الثالث   :1مثال 

 المحصورة بين الثالث والسابع .

a3=a+2d 9=a+2d  ……………………1 

a7=a+6d -3=a+6d  …………………….2 

 بحل المعادلتين انيا بواسطة الطرح ينتج المعادلة التالية

12=  - 4d 

d=12/-4= - 3 

 ,=a(+4*-3)                                        5بالتعويض في معادلة 

9=a-6 

a1=15 

a3=9 

a2=a+d=15+(-3)=12 

a4=a+3d=15+(3*-3)=6 

a5=a+4d=15+(4*-3)=3 

a6=a+5d=15+(5*-3)=0 

a7=a+6d=15+(6*-3)= - 3 

{an}={15,12,9,6,3,0, - 3} 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 للمتتابعة الحسابية .   n:جد عدد الحدود,مثال 

{an}={-41,-17,-14,………….,55} 

 1a=a=-20الحد الاول                                                          

 1a-2d=a=-17-)-             3=(20الاساس                                     

an=a1+(n-1)d 

55=-20+(n-1)*3 

55=-20+3n-3 

55=-23+3n 

55+23=3n 

78=3n 

n=78/3 

n=26 عدد حدود المتتابعة الحسابية 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــ  

 ايجاد مجموع حدود المتتابعة الحسابية المنتهية 

{an}={ a1, a2, a3, a4,…………., an} 

Sn=( n/2)  [a+ an] 

 ايجاد مجموع حدود المتتابعة الحسابية غير المنتهية

{an}={ a1, a2, a3, a4,…………. } 

Sn=( n/2)  [2a+(n-1)d] 
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( ,-حدا من المتتابعة الحسابية حدها الاول ) 41:اوجد مجموع ,مثال 

 (.,2والعشرين )

 

 

n=20 

 

 

  

Summation is 400 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 {100,.……,1,2,3}اوجد مجموع حدود المتتابعة الحسابية :,مثال 

 

 

 

n = 100 
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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 {29,.……,2,5,8}لحسابية اوجد مجموع حدود المتتابعة ا:,مثال 

 

 

an=a1+(n-1)d 

29=2+(n-1)*3                                                 

29=-1+3n 

3n=30 

n = 10 

 

 

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

وحدها ما قبل الاخير  2المتتابعة الحسابية التي حدها الثاني =:51مثال 

 جد مجموعها . 54( وعدد حدودها 44)

 

 

 

 



 

  مها محسن  .المدرس                                  119                            

n= 12 

 

 

 

 ايجاد مجموع حدود المتتابعة الحسابية الغير المنتهية

  جد مجموع الحدود الثمانية الاولى من المتتابعة التالية  :55مثال 

 

Sn=( n/2)  [2a+(n-1)d] 

n=8 

a1=-4 

d=a2-a1=1-(-4)=5        …………الاساس 

Sn=( 8/2)  [2(-4)+(8-1)5] 

Sn=(4)[-8+7*5] 

Sn=(4)[-8+7*5] 

Sn=(4)[27]=108 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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فما هو  2n23n+حدا من المتتابعة الحسابية  nن مجموع اذا كا:54مثال 

 (.41حدها العشرين )

Sn=3n2+2n 

S20=(3*202)+(2*20)…………………. مجموع الحد العشرون 

S20=1200+40=12400 

S19=(3*192)+(2*19)…………………. مجموع الحد التاسع عشر 

S19=(3*361)+(38)=1121 

a20 =S20- S19 

a20=1240-1121=119 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

وتقبل 511و 211جد مجموع الاعداد الصحيحة المحصورة بين :53مثال 

                                                                         d=3 .3القسمة على 

5والباقي  33=100/3  

5والباقي  133=400/3  

 anالحد الاخير             399=3*133

 a5الحد الاول   102=3*33

{102,………………..,399} 

an=a1+(n-1)d 

399=102+(n-1)*3 

n=100 
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Sn=25050 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

وهي المتتابعة التي ليس فيها حد يساوي صفر ويكون  المتتابعة الهندسية :

 .Rناتج القسمة لأي حد فيها على سابقة يساوي مقدار ثابت 

R=an+1/an                                       or           r =an+1/an 

 انواع المتتابعات الهندسية :

 موجبة  1aكانت اذا -5

r<1  {…………4,2,1,1/2})موجبة( تكون المتتابعة الهندسية تنازلية 

=1 r             2}4 ,4,2,2{…………تكون المتتابعة الهندسية ثابتة,  

1<r  {………… ,4,8,10})موجبة( تكون المتتابعة الهندسية تصاعدية 

r<1 ب والحد )سالبة( تكون المتتابعة الهندسية تنازلية الحد الاول موج

-,4}الثاني سالب والثالث موجب والرابع سالب وهكذا                          

2,1,- 1,2…………}                                                                

 سالبة  1aاذا كانت -4

r<1  موجبة( تكون المتتابعة الهندسية تصاعدية( 

{-4,-2,-1,-1/2,………..……}                                                      

=1 r      2-}4 -,2-,2-,4{…………تكون المتتابعة الهندسية ثابتة,-  

1<r موجبة( تكون المتتابعة الهندسية تصاعدية( 
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                                                  .{-4,-8,-16, …………} 

r<1 تنازلية الحد الاول سالب والحد الثاني  )سالبة( تكون المتتابعة الهندسية

 موجب والثالث سالب والرابع موجب

                         {…………1,2 ,1-,2 ,4-}وهكذا

 

R=an+1/an  

=a1a 

=ar2a 

2r=ar*r*= a3a 

a4=a r2
*r= ar3 

a5=a r3
*r= ar4 

a6=a r4
*r= ar5 

a10=a r8
*r= ar9 

a25=a r23
*r= ar24 

1-n=arna 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

اكتب الحدود الستة الاولى من المتتابعة الهندسية التي حدها الاول  :5مثال 

 (.-(1/2(واساسها 2,)

=a=641a 

=ar2a 
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32-1/2)=-(*=ar=642a 

1/2)=16-( *32-r=*= ar3a 

a4=a r2
*r= 16* (-1/2)=-8 

a5=a r3
*r= -8* (-1/2)=4 

a6=a r4
*r= ar5

* (-1/2) =-2 

{an}={64,-32, 16,-8,4,-2 …………} 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

-دسية التي حدها الاول          )جد الحد السابع من المتتابعة الهن :2مثال 

 (.(2(واساسها 1/4

 

a7= ar6 

a7=-1/4*26=-1/4*64=-16           

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ا الاول          جد الحد الثامن من المتتابعة الهندسية التي حده :3مثال 

 (.(48(والخامس 3)

 

a5=  ar4 

48=3* r4       ………………./3 

16= r4  

24= r4 
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r= ± 2 

a8 = ar7 

a8 =3*(± 2)7 

a8 =3*(± 128) 

a8 =± 384 

جد الحد السادس لمتوالية هندسية مجموع حدودها الثلاثة الاولى :2مثال 

 (.5(وحدها الثالث ),)

 

=7 3+a 2+ a1a 

=72+ a r+ a r a 

=13a 

2a r =3a 

=12a r 

2a =1/r 

    =72 r*)  2(1/rr + *) 2+(1/r )2 1/r) 

=7 1+ +(1/r ) )2 1/r) 

2  r * ….….… =0   7- 1+ +(1/r ) )2 1/r) 

 1- ….….… =026 r  -1   +   r    

1=0   -r    -2   6 r 

3 r+1)(2 r-1)=0) 
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 r=-1/3  3 r+1=0  ifيهمل لان المتتابعة موجبة 

2 r-1=0                     r=1/2      الاساس 

 =42=1/(1/2) 1a 

a6= a1*r5 

a6=4*(1/2)5=4*1/32=1/8 

a6=1/8 

{an}={4,…, ..,..,..,1/8, …………} 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 ندسية النهائية:مجموع المتتابعة اله

 

{an}={4,,, 5,, 32,64,128} 

                                                                           

 مثال 1:جد مجموع ستة من الحدود الاولى من المتتابعة الهندسية 

{an}={64,32, 16, …………} 

a=64 

a2=32 

r=a2/a1 

r=32/64=1/2 

n=6 
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 مجموع متتابعة هندسية اللانهائية:

 

: جد مجموع المتتابعة ,مثال   
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تتابعة الهندسية : جد مجموع الم,مثال   

 

0.4+0.04+0.004+……..+  

 

 

 

: جد مجموع المتتابعه الهندسية,مثال   

64-16+4-…….. 

a =64 

 

 

وحدها الاخير  ,4,هو 3: اذا كان مجموع متتابعة هندسية اساسها=,مثال 

جد حدها الاول وعدد حدودها؟ ,,2هو   

 

r =3 
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5معادلة في  4نعوض معادلة  

 

a= 1458-1456=2 

a= 2 

 

 

 

 

 

n= 6 
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